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Le lecteur qui voudrait se Oornei' d an apercu de la Thdorie des j 
elliptiques et acquerir seulement les notions indispensables aicT app 
des fonctions elliptiques d la Mecanique poiirra se dispenser de lire 
ineros 375 d 38S, 429, 473 d 488, 490 d 492. 


Elements 

1)E LA TIIEOUIE DES 

FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

TOME III. 


CALCUL INTEGRAL. 


THEOREMES GENERA UX. 


CHAPITRE PREMIER. 

APPLICATIONS DU THEOREME DE CAUCHY SUR LES INTEGRALES 
D’UNE FONCTION D UNE VARIABLE IMAGINAIRE. 


I. — Premieres applications du theoreme de Cancliy. 


351. La pliijDartdes resultats obteniis dans la premiere Partie de 
ce Traildj resultats que nous avons groupes sous le nom de Cal- 
cal diffcrentlel, ont ete deduits de la definition de la fonction 
ail mojen d’identites analjtiques qui, cette definition une fois 
donnee, s’olTrent cn quelque sorte natarellement. Nous ne nous 
sommes giiere ecartes de cette voie que pour etablir 94), en 
nous appnyant sur le theoreme de Liouville, Tegalite 


c^{u. a) 

o'- u a 


= pa — p u 


nr N T 


TTT 


CALCUL JNTfiGRAL. 


et i:|iielqiie5 points de la tlieorie de la transformaLion, on pour 
introdiiire, en nous appuyant sur le theorenie de Laurent, Ics 
fonclions # de M. Hermite 274-277) et en etabiir ia pro- 
priele fondamenlale, et encore, tout en rattacliant a cette pro- 
priele les llieoremes d’addition des fonctions S, avons-noiis pris 
soin d'elablir directement (n°" 28o, 286) une identite dont ces 
llieoremes se deduisent sans difficulte. C’est maintenant line voie 
tout aotre qiie nous aliens siiivre : qaelques propositions de la 
llieorie des fonctions d’line variable imaginaire vont nous con- 
duire rapidement a des tlieoremes capitaux concernant les fonc- 
lions doublement periodiqiies. 

Lioiiville, dans un cours professe au College de France (') 
en 1847 ^ a fonde la tlieorie des fonctions elliptiqiies sur le thco- 
reme qiie nous avons fait connaitre au n° 84 et qii’il a commu- 
nique a I'Academie des Sciences en r844* 

Anterieiirement a Liouvilie et conciirremment avec lui (-), Cau- 
ehy a montre tout le parti que Ton pouvait tirer de son calcul des 
resiJus pourobtenir les developpements en serie relatifs aux fonc- 
tions elliptiques. D’ailletirs, la proposition du n^ 35, dont le tlico- 
renie de Liouvilie est une consequence immediate, lui apparticnt. 

Eo appliqiiant, comme nous aliens le faire, a la tlieorie qui nous 
occiipe, les propositions fondanientales de Cauchy sur Ics intc- 
grales prises enlre des iimites imaginaires, nous allons retroiiver, 
avec d'autres, les tlieoremes generaux etablis par Liouvilie. 

Dans cet ordre d’idees, M. Hermite a obtenu une proposition 
qne Ton trouvera an n^^ 358 et qui domine en quelque sorte la 
tlieorie des fonctions doublement periodiques. 

Le lecteiirne manquera pas d’observer que les propositions que 
nous allons etabiir auraient pu etre prises comme point de depart : 
e'esL ce qii’ont fait Briot et Bouquet dans les deux editions de lour 
Traite des fonctions elliptiques (3). 


(n Ge cours a reproduit par Borchardt dans le Tome LXXXVHI d 

nal lie Crelle. 

(*") Voir les Comptes rendus de i8^3 et i84f 
( } Paris, Mallet-Baciielier et Gautliier-Villars Edition i85o* 


u Jour- 


edition. 


II convient aussi da signaler las importants Memoires que ces deux Geomclrcs 
ont pubhes dans le Journal de I’Ecole Polytechnique (i856). 
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352 . Void le tlieoreme de Gauclij sur lequel nous nous ap- 
piiierons principalement : 

UinLegrale, prise le long d'un contour simple parcouru 
dans le sens direct^ d^ une fonction unwoque d'une variable 
imaginaire, regidiere en tons les points du contour et de Vaire 
quit renferme, sauf en des points isoles, en noinbre Jini, non 
sillies sur le contour ^ est egale au produit par^ir^ de la soinme 
des residus relatifs aux points singuliers, Cette sonime est 
nulle si la fonction est holoinorpJie sur le contour et d Uinte- 
rieur du contour, 

Ce theorcnie va etre applique a une fonction univoque F 
reguliere en Lout point du plan, sauf en des points singiiliers que 
nous supposerons etre des poles, en nombre fini dans toute por- 
tion finie du plan. Nous prendrons pour contour le paralldo- 
gramine dont ]es sommets sont Ua, -f- ^ - t- 2 CO3, 

Uq -h 2 103 ; ^st un point quelconque, choisi toulefois de maniere 
que les poles de F(;^) ne soient pas surles cotes du parallelogramme ; 
les quantites cOi, (B3 sont telles que la partie reelle du rapport 
soit positive; nous contlnuerons (n° 86) d’appeler ce paralldo- 
granime : parallelogramme des periodes. 

Pour parcourlr le contour de ce paralldogramme dans le sens 
direct, nous supposerons que la variable reelle t croisse de o a 1, 
d’abord dans I’expression puis dans I'expresslon 

^ _l_ 2 to 1 -H 2 t03 tj puis qu’elle decroisse de i a 0 dans les expres- 
sions 2/o“i“ ^^3+ Uq-\- 2in^t] nous rencontrerons ainsi les 
sommets du parallelogramme dans Fordre specific plus haut, et, a 
cause de I’hjpo these faite sur le rapport nous aurons par- 
couru son contour dans le sens direct. 

D’apres cela, le tlieoreme de Cauchy nous donnera I’egalite 
fondamentale 


2 COi 


2 CO3 


Af( 

r'[F( 

ao 


2o)it) — F( 2^3 0 ] 


Uo-h 20)3?) — F(tio-r- 2 toi-h 2 0)3 0 ] dt = 2 J 7 : 


ou SciR. designe la somme des residus relatifs aux poles de la fonc- 
tion F(i^) a rinterieur du parallelogramme des periodes. 
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3o3. Avant d'aborder notre objel principal, nous ferons line 
application de ce tlieoreme, qui en montrera la porlee. 

Lafoiictlon univoque n'admet dans le parallelograrame dcs 
periodes qiiun pole, congrn a o, niodulis 2 t 0 ], aco^, el le re^idii 
relalif a ce pole est i, coninie il resiilte de la fornuile (IL)- D’ail- 
leiirs, il resulle de la forniule (VI 3 ) qne Ton a 

t) — 2033 - 1 - 2 031 t) = — 

2^30“ 2C0i-t- 2033^) = — 2'0i; 

Fe^alile fondamentale nous donne ainsi, el de la facon la plus 
aisee, la relation du n° 108, 

T.i 

'/]1 033— 3 031 = —• 

3oi. Arrivons main tenant a la theorie des fonctions doiiblcnicnt 
periodiques et rappelons d’abord que nous entendons loujoui's 
par la des fonctions univoques, n’admettant pas d’autrc singula- 
rite que des poles. Les periodes seront toujours designees par 2 co | , 
2 oj;j, a moins qu’on ne previenne du conlraire; elles seront I'Ogar- 
dees com me donnees, et la partie reelle dii rapport sera sup- 
posee positive. 

Si/u/) est line fonction doublement periodique, le premier 
membre de I'egalite fondamentale (n®3S2), ou I’on reinplace F(^/) 
par/(z/) est evideinment nul. Done : 

La somme des residus d^une fonctiondoiiblemenl periodique} 
a Vinterieur da parallelo gramme des periodes, est nidle, 

Il n existe pas de fonction doublement periodique n’admeltant 
qii on pdie simple dans le parallelogramme des periodes. En ef~ 
fet, le residiide ce pole devrait etre nul; le pole n^existerait pas; 
la ionction serait entiere; elle se reduirait a une constante (iV’ 84 ). 

3So. La derivee logarilhmique d’une fonction doublement pe- 
riodique /(w) est elle-meme une fonction doublement periodique. 
Mais la somme des residus de la fonction est la diflerence 

entre le nombre des zeros (') et le nombre clL poles de la fonc- 


(‘j Un zero (ou une racine) d’une fonction /(u) est une valeur de u pour 

ia:|uelle cette fonction est nulle. 
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tion/(^^), cliaque zero on cliaque pole etant comple aiUant de 
fois qa'il j a d’lmites dans son ordre de miiltiplicite. Done : 

A V inter ieur du parallelo gramme des periodes, une fonc- 
Lion douhlement periodique a autant de zeros que de poles, 
les zeros et les poles etant comptes comme onvientde [’expliqner. 


356. Appliqiions encore Teg-alite fondainentale du ii'' 352 a la 
fonction 


F ( ) — u 


.fip) 
f{u) ’ 


en designant toujoiirs par f{u) une fonction doublement perio- 
dique. Arinlerieurdu parallelogramme des periodes, la sommeldl 
des residus de cette fonction sera la difference entre la somme des 
zeros et la somme des poles de la fonction f{u)] cliaque zero on 
chaejue pole doit figurer dans la somme autant de fois qu'il y a 
d’unites dans son ordre de miiltiplicite. 

On a immediatement 

1 -/ , X TJ'/ N f'(lC) 

h — idit) = 20 ) 3 ^^; 

en sorte que Ic premier membrede Tegalite fondamentale devient 


2 0Ji 



y*'( U[f -h 2 0)1 j!) 
/( ZioH” t) 


dt -h 2 W 3 



2 


‘ACO3O 


dt, 


ou encore 


— 2W3 



u) 


du 2 C 0 i 



f(uo^u) 

u) 


du. 


Les deux integrales qiii figurent dans cette expression sont recti- 
lignes; elles sont respectivement egales a qiielqffune des deter- 
minations des quantites 


log 


/( 2 CoD 


log 


/( 1^0-1-2(03) ^ 

fAh) ’ 


puisque la fonction f{u) admet les periodes 2 coi, 2013 , cliacun 
des logarithmes est egal a un multiple entier de ‘I'rzi. Done : 

A V in ter ieur du parallelo gramme des periodes, la somme 
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des zeros d' une fonction doublement periodique, dimuiucc 
la somme des poles, est congrue d zero, modalis 2 o);j. 

Ce ilieoreme est du a Liouville. 

357. Comme les poles de la fonctioii doublement periodiq 
f(a) — C. oil C designe une constante, coincident avec les pbl 
delafonction doublement periodique /( on voitqiic le nomb 
des racines de Pequation y’(a) = C, contenues a rintericur < 
paraileiogramme des periodes, est egal an nombre des poles 
f(ii). el qiie la somme de ces racines est congrue a la somme d 
piMes de f[u)> Cette somme des racines, si Ton ne tient pas comp 
des multiples entiers des periodes, est done, comme leiir riombi 
independante de C (^). 


II. — Decomposition des fonctions doublement periodiques 
en elements simples. 

358. On dolt a M. Hermlte (-) une formule capitalc qul doni 
Texpression de toutes les fonctions doublement periodiques. I 
raison de son analogic avec la formule de decomposition des fra 
lions rationnelles en fractions simples, il convienl dc doniicr 


s On observera que I’equalion /(w) = ^ definit u comme fonction iniplic 
de j:. En se reportant a la theorie des fonctions implicites, 011, ce qiii revienL 
mcme, a la theorie du retour des suites, on apercevra immediatemciU la ver 
de la proposition suivante. Supposons marques, dans le plan qui sert a figurer 
variable les points dont les affixes sont les valeurs de /(«) pour les racir 
de Tequation /'( m) = 0, et considerons une aire (A) limitce par un conLo 
simple et ne contenant aucun de ces points : si appartient a Faire ( A) cL si 
est une racioe de fequation /(z£) = il existe une fonction (et imc seui 
u =• 'f ! se reduisant a pour .5 = bolomorphe dans (A), ct qui est tc 
eciio que i'on ait identiquement, dans cette aire, 


Il } aura, dan.s I aire (A), autant de fonctions liolomorphes, distinctes entre c 
ouissant de cette derniere propriete, que la fonction f{u) a de poles. Elies se 
doiront, pour = aux valeurs des racines de requatioii f {u) = z . A 1 ' 
quelconque d’entre elles on peut ajouter d’ailleurs 2 -{- 0710)3 ou 7n\[n 1 

des entiers quelconques, sans que la derniere relation ccsse dhwoir lieu. 

(- ) Note sur la Theorie des fonctions elliptiques ajoutee a la sixieme edi 
du Trade de Calcul differentiel et integral de Lacroix. 
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celle formole le noni cle decomposition d' ane fonction perio- 
dique en elements simples, C"est la fonclion 'C^u qui va v jouer le 

role cFelement simple, le meme role que joue la fonction ~ dans 
la theorie des fonctions rationnelles. 

Considerons la fonction 

Oil f{u) est line fonction doiibleinent periodiqiie, et oli x designe 
pour le moment one constante quelconque; on aura 

F ( -h 2 (.oi ) — F ( zi ) == — 2 1 f{ ii ). 

= — 2r^3/(zz ); 

si done on applic|iie a la fonction F(z^) I’egalite fondamentaie, on 
voit que la somme de ses residiis a I’interieur du parallelogramme 
des periodes, multipliee par ^ir^, est egale a 

do «/0 

et que, par consequent, elle est independante de x. 

Si, maintenant, I’on designe par a Fun qaelconc|ue des poles 
de la fonction f {it) et par a Fordre de multipiicite de ce pole, 
on aura, aux environs dii point a, iin developpement de la 
forme 

/(a-h/z) = A i -H AiD ~ h-A 2D(2) d -h. . . h- A a-iD'^^-u d -i-Cl'(A), 

ou ® (A) designe une serie entiere en A, ou A, A,, . . . , Aa_i sont 
des constantes, oii enfin D, sont des sjmboles de 

derivation par rapport a h. On a d’aiiieurs, anx environs da meme 
point a, 

— a — h) = a) — {x — «)h- X^\x — a) — . . . : 

en designant par 'Qi^x — a), 'Q\x — a), ... les derivees siicces- 
sives de X^a par rapport a ?/:, dans lesquelles on a remplace u par 
X — a. Le residu de la fonction F(^^) = /( w) relatif 

an pole a, e’est-a-dire le coefficient de ^ dans le developpement 
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def(ci — ordonne suivant les puissaoccs crois- 

santes de A, est done 

Xljx — rt) -f- — a) -h. . “ ^0- 

Les residus de la fonclion F{u), relalifs aux divers poles dc 
f(ii). s'obtiendront de la meme facon; niais cette fonclion L (w) 
admel encore comme poles les poles de — “)• pai-al- 

lelogramme des periodes, ces poles se reduisent a nn scid, a savoir 
le point congruent a ce pole, pour la fonclion ii), est 

simple et son residu est — i ; le residu correspondant de la fonc- 
tion/ftpl ZJx — u) sera done —f{x). 

Ainsi. la somme des residus de la fonclion F((i), a I’intcrieur 
du parallelogramine des periodes, est egale a 

yrA’‘-'t(A - rti) + A'/' - «',•)+•• . -t- A|_1 (.T - «;)] — /(a?) , 

f=l 

Oil les poles distincts, a rinlerieiir du paraUelogrammc des pe- 
liodes, soot designes par a,, ao? • . - , • • ' ? desigiie 

I'ordre de multiplicite du pole ou enlin iV/’, . . A[)^'.Li 

designent des constantes qui dependent, comme on Ta oxplique, 
do developpement de la fonclion f[ai -4- A), suivant les puissances 
ascendantes de A. 

Celte somme ne depend pas de x] en la designanl par C, et en 
remettant enfm u a la place de on veil cjue toute fonclion doii- 
bienient periodique/( w) pent etre mise sous la forme 

/ — V 

/. I/) = C 2 [ a:/! : (Ii - a,-) -t- A'/' c ( “ -«0 +• ■ •+ (m - «<■)] • 

C est la formule annoncee. Reciproquement, vine expression telle 
que le second membre, lorsqu’on y remplace u par u. + .'iw,, ou 
par u-!- 2coj, se reproduit augmentee du produit de av),, ou dc 
2r,3, park somme des residus A'*) + A(-> + . .. + AMrelatifs aux 
poles du parallelogramme. Elle sera done une foiaction double- 
ment periodique si la somme des residus est nulle. Nous savions 
deja que cette condition est necessaire. 


3 o 9 . Nous ferons, sur cette formule, quelques obsersmtions. 
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On a suppose, pour Fetablir, que les pules de la fonction doii- 
blement periodique f{u) etaient situes a I'interieiir d\in meine 
paralielogTamme des periodes; mais ii est clair que si, clans ie se- 
cond membre, on substitue aux nombres cii des nombres qui leiir 
soient respectivement congrus, modidis 20J3, onalterera tout 
au plus la constante C; d’ailleurs (n° 78 ), aux environs de deux 
poles congTLients «/, a- les developpements de la fonclion /(z^) 
suivant les puissances ascendantes de u — a/, u — a) soiit iden- 
tiqiies; on pourra done appliquer la formule de decomposition a 
un systeme cjuelconcjue de poles de f{u)^ pourvu que ce sjsltune 
comporte un representant et un seul de cbac|ue pole de/(z/); on 
obdendra la meme forme avec les memes coefficients; la con- 
stante C pourra seule etre changee. 

II est d’ailleurs bien aise de voir cpie, sauf la substitution insi- 
gnifiante c[ui consiste a remplacer quelques poles par des points 
congruents et a changer alors la constante additive, la decompo- 
sition d’une fonction doublement periodique en elements simples 
ne pent se faire que d’lme facon. S’il j avail, en effet, deux telles 
decompositions, la difference entre les deux expressions compor- 
terait quelcjue pole. 

Les proprietes de la fonction 'Cu^ C[ui sont intervenues dans la 
demonstration, sont les suivantes : cette fonction se reproduit a 
des constantes additives pres, cjuand on ajoute les periodes a Par- 
gument; elle n’a qii’un pole simple dans le parallelogramme des 
periodes; ce pole est congru a zero, modalis 2(J3^, 2013; le residu 
correspondant est un. Les deux premieres proprietes sont les 
plus essentielles ; le lecteur apercevra de lui-meme les legeres mo- 
difications cpfil y a lieu de faire subir a la formule quancl on sub- 
stitue a la fonction (^(a) une autre fonction qui possede seule- 
ment les deux premieres proprietes. 

Lorscju’une fonction doublement periodiejue sera decomposee 
en elements simples, on pourra Tin tegrer; les termes en — a), 
— a), ... s’integrent immecliatement; quant a — a), 
e’est la derivee de logc7(« — a). 

360 . Une fonction doublement periodique est dite du 
ordre lorsqu’elle a, dans le parallelogramme des periodes, 
a poles (oil 71 zeros). Cbaque pole (ou cliaque zero) doit etre 
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.„l,nt de tois ,u-il 5. a d’ani.ea dans son ordrc dc n.nl- 

liplicitc. . T 1 

II n’v a pas de foDCtion doublement periodiqiic du premier 

ordre. . , 

La formule de decomposidon en elemenls simples mel en evi- 
dence I’existence de foncdons doublement penodiques de tons 
les ordres, a partir dii second. 

Les foncdoDS du second ordre apparliennenl a deux types dis- 
tincts siiivant cpe leurs deux poles sont simples, 011 qu’elles 
n'ont qu’un seul pole double. 

Dans le premier cas, les residiis relatifs anx deux poles a, , a. 
seronl e?aax et de signes contraires; la fonclion sera de la forme 

C — A[ri«. — a,) — l{u — an)]- 

lion. TaiUre zero sera congru {modidis 2w,, 2W3) a a,-!- an 6,. 

Dans le second cas, le residude la fonclion rela tif au pole unique 
a sera nul, et la fonclion sera de la forme C -t- Bp(i« a). Si 
est un zero de cette fonclion, Taulre zero sera congru a 2a — hi- 
C’est a ce dernier type qu’appartiennent les foncdons ^-(a). 

On voit aussi que si /^(w) designe une fonclion doublement po- 
riodiqiic dii s6cond ordre, d’ailleurs qtielconque, louLe uuLre 
foaclion doublemen t periodlque du second ordre ayanL les memes 
poles poorra etre mise sous la forme A -4- B/( ou .A, B sonl 
des constantes. II siiffira, en effet, de determiner la conslanle B 
de maniere que la difference entre cetle fonclion et la fonction 
donnee n'admette plus qu’un pole simple, et, par consequent, se 
rediiise a une constante. 

On classera de nieme les fonctions de cliaque ordre. 


III« — Fonctions doublement penodiques de second© ©spec©. 

Decomposition de ces fonctions en el6ments simples. 

361. M. Hermite a designe sous le nom de fonctions double- 
ment periodiques de seconde espece les fonctions univoques, sans 
autre siiigularile que des poles, qui se reprodiiisent multipliees 
par des constantes quand on aiigmenle Fargument d’une periode. 
Par opposition, les fonctions doublement periodiques ordinaires 
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soiiL dites qaelqiiefois de premiei^e espece. Nous sous-enLendrons 
souvent les mots : doiiblement periodtques. 

Si I’on desig-ne par^(z^.) une fonction de seconde espece, par 
p.^, 0.3 des constantes auxqueiles on donnera le nom de midtipli- 
cateurs, on devra avoir 

It -1- 20)1 ) == lJ . ir 9 ( u ), 9 (u 4 - 20)3) = 

On tire de la, en designant par n,, 723 des en tiers qiielconqiies, 
positifs ou negatifs, 

2 ?li 0)1 H- 2/230)3) = 

Si, en particulier, on suppose /?f =z /is = — 1 ; si Ton continue de 
poser 

0) 1 -7- o) o -+• 0) 3 = 0 5 

si, enlin, on designe par Uo I’inverse dii produit p, p.3, on aura 

^(U -h 2 OJ 2 ) = ( 22 ^( 22 ). 

II est parfois commode de dire aussi de p.2 qua! est iin multi- 
plicateur de la fonction ^(u). 

11 est clair que, si C designe nne constante quelconque, 
designera une fonction de seconde espece, ajant les 
niemes multipli cateurs 0., , [JI3 qiie J(ii) ; 9 ( — 22), r3'(C — ii) seront 

des fonctions de seconde espece, avec les multiplicateurs jp? ~ 

362 . Le produit 011 le cpiotient de deux fonctions de seconde 
espece est aussi une fonction de seconde espece; les multiplica- 
leurs de la nouvelle fonction sont les produits 011 les quotients 
des multiplicateurs correspondants des premieres. 

Une fonction exponentielle de la forme ou c et d sont 

des constantes, est une fonction de seconde espece, dont les mul- 
tiplicateurs sont Si Fon se donne une fonction de se- 

conde espece ^(a) dont les multiplicateurs soient et p.3, en la 
mu Ui pliant par on lui fera acquerir les multiplicateurs 

p.ie-^^^1, p.3e-‘^^3. 

Le premier muitiplicatenr sera egal a Funite, si Fon determine c 
par la condition 2Ccoi = — log pi, et cela, quelle que soil la de- 
termination dll logaritlime. 
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Nous dirons d’une fonclion de seconde espece cfu’elle cst rc- 
duile si son mnltipHcateur relalif a la periode 2 to, est cgal a 1 u- 
nile. On pent tonjours I'eduire une fonction de seconde espece 
en la multipliaiU par une exponentielle convenablc. S’ll arrivait 
que. pour I'une des determinations des logarithmes, on eilt 

log|Jti _ logt^s 
2 0)1 20)3 

ii esl clair qii’en niQllipliant la fonction par oii c cle- 
51*2^00 la vaicur coinniune des deux rapports precedents, on obtien- 
drait une fonction de premiere espece /(^^); inversement, §(^u) 
s'obtiendrait en miiltipliant f{u) par et ce cas ne nous four- 
nirait rien d'essentieilement nouveau; nous pourrons done I’ecar- 
ter des que nous le voiidrons. 

II est a peine utile de faire remarquer qne tout point congruent 
a on piMe on a un zero d’lme fonction de seconde espece cst Itii- 
meme an pole, ou un zero, da meraeordre de multiplicite. 

363. La derivee logarithmique d’une fonction de seconde 
pecerj(i/) est evideniment une fonction de premiere espece 
dont les poles sont les zeros et les poles de la fonction 
le residu de chaque pole de f{u) est I’ordre de multiplicite du 
zero oil du pole correspondanl de ceL ordre etant aiTccte du 

signe -f- s’il s’agit d’lm zero, du signe — s’il s’agit d’un pole : 
done, puisqiie pour une fonction de premiere espece la somme 
des residus doit etre nolle pour les poles qui appartiennent a un 
Illume paralielogTanime, on voit que, pour une fonction de se- 
conde espece, dans le parallelogramme des periodes, le nombre 
des poles doit etre egal aii nombre des zeros, cliaque pole ou 
chaque zero etant compte aiitant de fois qii’il j a d’lmiles dans son 
ordre de multiplicite. 


364. La fonction 


Dl>(iO = G 


H- Wo) 


ou G, c et Uq sont des constantes qiielconques, n’admet qu’un 
pole dans le parallelogramme des periodes, a savoir le point con- 
gruent a zero; cest une fonction de seconde espece, dont les 



niLiltiplicateiirs soul respectivement 

aiasi qu’il resulte des formiiles (XXIIi). Ces niiilliplicateurs peu- 
vent eLre identifies a deux noinbres quelconques pj, U3, en siip- 
posant 

CCOi-l- Z^o'^il = “ CW3-4- Z^o'^iS = " 

d’oLi I’on tire 

^ ('Ol l 0 S'[J- 3 — '03log(J.i), Uo= ^ (coslogjai— -COi log'13), 

a cause de la relation co^ — '/'l3co^ = Les determinations des 

logaritlimes peuvent d’ailleurs etre clioisies arbitrairement. 

On observera que Uq n’est congru a zero, modulis 20)3, 

que si, pour une determination convenable des logaritlimes, on a 

logfJLi ing|ji3 

COi CO 3 

Dans ce cas, la fonction se rediiit a une exponentielle de la 

forme S’il n’en cst pas ainsi, la fonction admet pour 

zero le point — liq ct tons les points congruents; elle admet pour 
poles simples les points congruents a zero. 


365 . Si Ton suppose que p.,, p.3 soient les multiplicateurs 
d’une fonction donnee de seconde espece, #(?^) ; si Ton determine, 
comme on vient de i’expliquer, les constantes c et de maniere 
a former la fonction les fonctions 

zz:) 

ou Co designe une constante, seront des fonctions de premiere es- 
pece, en sorte que Idntroduction de la fonction ramene 

I’etiide des fonctions de seconde espece a celle des fonctions de 
premiere espece. 

Nous allons d’abord deduire de la la proposition suivante, qui 
est I’analogue du tbeoreme de Liouville pour les fonctions dou- 
blement periodiques ordinaires : 
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En dehors de la fonction exponentielle il idexiste pas 

de fonction traiiscendante entih'e qui soil douhlement perio- 
dlqiie de secoride espece. 

Sk en effef:, ^-(u) est une fonction iranscendanlc entiere, la 
fonction doublement periodiqiie ordinaire — u) iie pent 

avoir dans le parallelogramme des periodes qu’iin pole unique et 
simple, a savoir le pole de t)l)( — u); elle se reduit done a une 
conslante C differente de zero. Si Uq n’etait pas coogrii a zero, 
pour i£=zi/q la fonction "lit) ( — u) serait nulle et ic produit 
— u) ^(u) ne poarrait ^Ire egal a Oj piiisque la quantile 
est finie. II faiit done siipposer cjne Uq soitcongru a o; e’est le cas 
oil la fonction se reduit a une exponentielle de la forme 

q Qjj Q^i meme de la fonction 


366. On voit aiissi que, quelle qiie soil la fonction de scconde 
espece si ses miiltiplicateurs 0,3 verifient, pour une de- 
termination convenable des logarithmes, la relation 


lQg;-ii _ logp-s . 

0)1 OJ3 ^ 


en dautres termes, si est congru a zero, niodalis am,, o.t 03 , 
la fonctioa sera le produit d’ une fonclioii doublement pe- 
riodique ordinaire f{u) par une exponentielle de la forme 
puisque le rapport 

Sill) 

1)b (tt) 


est une fonction doublement periodiqiie ordinaire, et que 
se reduit a une exponentielle; e’est d’ailleurs ce que nous savions 
deja (n° 362). Desormais nous ecarterons ce cas. 

Supposons done du^ dilTerenl de zero, nous poserons 

^ U dj Uq ’ 

et i'on aura 


La fonction A(«) admet le point o pour p 6 le, et le residu cor- 
respondantest i. On reconnaitaisement qu’il n’existe pas d’autre 
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foncdon de seconde espece aiix. multiplicateiirs u.j et 0.3, admet- 
tant pour pole simple le point zero et les points congnients, n’en 
admettant pas d’aiitres, et telle enfm que le residu relatif an 
pole o soil egal a i. En elFet, le rapport d’lme telle foncdon 
a oX,(u) serait necessairement line constante, piiisque ce serait 
line fonction doiiblenient periodique ordinaire sans pole, et Pon 
voit qiie cette constante doit etre egale a i, a cause de Flijpo- 
tliese relative aiix residus. 

367 . Si, maintenant, ^(u) est line fonction de seconde espece, 
aiix miiltiplicateurs u.,, 0.3, et si Pon designe par x line constante 
qiielconqiie, la fonction j{u).X(x — u) sera Line fonction de pre- 
miere espece; la somme de ses residus a Pinterieur du parallelo- 
gramme des periodes sera nulle. En calcidant cetle somme, exac- 
tement comme on Pa fait pour la fonction f(u)t[x — u), on ar- 
rivera a cette conclusion que la fonction ^(u) peut se mettre sons 
la forme 

/ = v 

(a) ^{ic) = — a/)-}-. .-H 

/■ = 1 

ou a,, <7-2, . . ., < 7 v designent les poles distincts de la fonction rj(u) 
sillies a Pinterieur du parallelogramine des periodes, oii le nombre 
entier positif a/ est Pordre de miiltiplicite du pole ai^oii (a — <7/), 
— ai)j ..., — cii) designent les derivees par rap- 

port a u de la fonction — < 7 /) jusqiPa Pordre — i, ou enfin 
..., desi gnent les constantes definies par le deve- 

loppement 

70 = ^ + Ai^> D 1 -u. . . + A[5_, i ^(A), 

relatif aux environs du pole < 7 /; dans ce developpement, qiii pro- 

cede SLiivant les puissances ascendantes de A, ^^{h) designe une 

serie entiere en A: D-? • — ? designent les derivees suc- 

^ h h ^ 

cessives, par rapport a hy de d jusqii’a Pordre a/ — i . 

La fonction §[u) est ainsi decomposee en elements simples. 
Reciproquement, une expression telle que le second membre 
de Pequation (a), lorsqu’on y remplace a par ^^-h2 03 ^, -1-20)3, 
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se reproduit multipliee par p.|, ^ 3 , puisqu’il en esl ainsi dc la 
ibnction A(m) et de ses derivees par rapport a u. Co second 
membre represente done une fonction de secondc cspccc donl Ics 
mulliplicateurs sont ceux de la fonction 

368. Cette formule suggere des observations toiites pareilles a 
celles qui ont ete faites au n° 359. 

D’abord, si Ton substitue au pole a,- un point congruent 

a'i = ct/ -I- irii wj-i- anjcoj, 
ii est clair, a cause de la relation 

tli(« — a,) = — a,), 

que, dans la formule (a), les nombres A.<-‘K A'/’, . . . , A^'.L 1 dovront 
etre multiplies par d’un autre cote, regalitc 

? ( H- ‘2 ni COi -h 2 7^3 CO3 ) = I ^ (u) 

montre de suite que, dans le voisinage du pole , Ics coefficients 
du developpement de <^(^^), suivant les puissances dc (/ — a'-, 
s'obtiennent en multipliant par les coefficients du dcvelop- 

pement de ^^(u) suivant les puissances de u — r//, dans le voisi- 
nage du pole ai. Par consequent, on poiirra appliqucr la for- 
mole (a) et la regie pour determiner les coefficients en prcnanl 
pour les points a^, a^i iin sjsteme quelconque dc poles dc 

la fonction pourvii que ce systeme contienne iin represen- 

tant et im seul de chaque pole. On voit aussi que, saiif la modi- 
fication que nous venons d’indiquer, la decomposition en ele- 
ments simples ne peat s’efFectuer que d’line seiile facon. On recon- 
nait enfm que les proprietes essentielles de la fonction o!lo(77), qui 
serveiu dans cette decomposition, consistent a admctlrc les miil- 
tiphcateurs ^3 eta n’avoir, dans le parallelogTamme des pe- 
riodes, qu’un pole simple, L’liypotliese que ce pole est le point 
zeio et que le residu correspondant est i ne sert qu^a simplifier 
la formule. 

369. Qiiaod les mulliplicateurs p.^, 0.3 d’une fonction de seconde 
e^pece ^\ii) sont donnes, il y a une relation entre les zeros et Ics 
poles. En effet, puisque la fonction aiU( — u) est de premiere 
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espece, dans le parallelo^ramme des periodes, la somnie de ses poles, 
diminuee de la somme de ses zeros, esL congriie a o, modalis 2 coi, 
2 033 . Chaque pole et chaque zero doivent figurer dans chacune des 
sommes autant de fois qu’il j a d’nnites dans son ordre de mulli- 
pllcite. Comme le pole de u) est congrn a o, et son zero 

a on voit que la somme des poles de la fonction#( z/.) diminuee 
de la somme de ses zeros doit etre congrue a Uq ; en d’autres termes, 
en designant un pole qaelconque par < 2 , im zero qiielconque par 
par 2 < 2 , 56 les sommes des poles et des zeros conteniis dans an 
parallelogramme, chaque pole et chaque zero ligurant dans la 
somme autant de fois qii’il y a d’unites dans son ordre de multi- 
plicite, on a 

j 

5 a — 56 ~ 7— (coslogfJLi— logiJ.3) (modd. awj, 2^3). 


Ce theoreme, qui est Tanalogue de celui du n° 3oo pour les func- 
tions de premiere espece, subsiste si Ton a Uq = 0 . On le retrou- 
verait, ainsi que le theoreme siir Tegalite des nombres de poles 
et de zeros, en appliquant Tegalite fondamentale du n° 352 aux 

fonctions u - ? >' 7 —; c’est un calcul que nous aurons I’occa- 
sion de developper bientot dans un cas plus general. 


370. Le nombre des zeros dhine function de seconde espece 
etant egal au nombre de ses poles, on pent classer les fonctions 
de seconde espece, comme celles de premiere, d’apres le nombre 
de leiirs poles. Une fonction de seconde espece qui a n poles on 
n zeros est dite du ordre. La formule de decomposition en 

elements simples met en evidence I’existence de fonctions de se- 
conde espece de tous les ordres. X(^it) est une fonction de seconde 
espece, du premier ordre. 


371. Cette fonction joue un role considerable dans la 

theorie des fonctions doublementperiodiques. Signalons quelques 
cas parti cull ers. 

Si la fonction est reduite, elle jouera le role d’element 

simple pour les fonctions reduites; on a alors, puisqu’on pent 
siipposer log [A, = o. 


= ■— 


l0g[A3 

, 

iTt 


T. et M. — III. 


'Qj log [A3 _ • 

i— ~ coi 


c = 
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la fonclioa -.l,(u) se presentera done sous la fomic 




It H- Up) 
IC O' 




e 


{JL>1 


? 


Oil encore, en posant 




II 

awi ' 


Co 


u 

2 COo ’ 


a" = ‘2 K r , a"o = 2 K Po , 


<oas la forme 

I ( Q ) H- Pq ) 
2Wi SifrjS’ifro) 


\/ei — e‘i 




372 . Considerons encore le cas ou les miildplicateiirs p.j, U;} 
d'line fonction de seconde espece seraienl des racincs n de 
Fiinite, en sorte qiie la puissance de cetle fonction serai t un<‘ 
fonclion doublemcnt periodiqiie ordinaire. Soient, par cxemple, 
en designant par q des nonibres entiers non divisibles tons les 
deux par 

^ pTZi 

rj.1 = e ^ , (23 = c « ; 


nous designerons, dans ce cas, TelenienL simple par ; 

troiivera sans peine 




^ ^ _ 2/?CUi-h2^C03 

\ n 


( 2 /r 0 t-l- 2 r/- 03 )- 
/z • 


2/5 0)1 -f- 2^ W3 
II 


on 


i! sera liii-meme la racine d’line fonclion doublement perio- 
dique ordinaire. 

Dans le cas oii 7? = 2, on peat prendre, pour le sjsLeine de 
oombres entiers {p,q), les trois sjstemes (0,1), (r^o), 
el Ton retombe ainsi siir les fonctions ?ao(? 0 ? sont, en effet, 
relalivement aux periodes 2 to, , 20)3, doublement periodiqiies de 
seconde espece, avec les multiplicateiirs zfc i. Les fonctions (7/) 
sont done, conime le remarque M. Kiepert, qui a montre leiir role 
dans la tbeorie de la multiplication et de la transformation, la ge- 
neralisation immediate des fonctions ?ao(^0* 


373. Les proprietes suivantes de ces fonctions resultent imme- 
dialement de leiir definition, des proprietes elementaires de la 
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foncdon du et de la formule (VIIi) : 


H 


— Ai>p,qiii)e 


-T- ‘2 Wo) 

= A'>ppfu)e 

'^p,(/( H 

2W3 ) 

n 1 

II 

^ r/ 


c-’b , (jr ( H ) ) 

C'bpy/f ~ 

- u) 

= ob— p^ —q ( H 


LI ) =pu — p j , 

« — 1 n — 1 

j|Q X,.,,, ") = [^,P « — P • 

/• = 1 r = i 

Cette derniere egalite suppose que n est iin nombre impair. 


374. Designons enfin par ?^o) ce que devient la fonction 
gentu'ale A^{u) qiiand on y I'empiace la constante c par ^{uq); 
posons, en d’aiitres termes, 


alj ( U , Ho ) = 


G'( ll -r- Ho 
'J' Ho C^H 




On observera que la derivee logarithmique de Uq) esl 

cfi^ale (Vllt) a - • on en conclut aisement que la fonc- 

lion a!b(«, ?^o) verifie i’equation differentielle llneaire 


c/- A'(w, ^^o) 
die- 


= ['ip H~{-pUo]<A>(H, Ho)> 


La fonction Uo)-, considerce comme une fonction de Uo 

merite de fixer uri instant Tattention. 11 suffit de se reporter aux 
egalites (Xll) pour voir qii’elle joiiit de la propriete qii’exprime 
I’egalite 

( H . i(o~^ = -b (h, Ho) ( a = 1 , 2 , 3 ). 

Elle devrait done etre reg-ardee comme doublement periodique, 
si nous n’avions pas exclii les functions, nienie univoques, qui ad- 
mettent dcs points singuliers essentiels; tel est evidemment le cas 
dc la fonction Uq) qui, puisque figure en exposant, ad- 

inet comme points singuliers essentiels tons les poles de On 
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ob?enera que, dans le parallelogramme des periodes, la fooctioD 
Uq)^ regardee comme ime fonction de Uqj admet qu un 
zero, congru^a — u, et un pole congru a o {modulis 2 w, , 2 o>;j). 
On reconnail de suite, a cause de I’egalite (VII)), que I on a 

Uc)A{u., —Uo) = pu — puo- 


IV. — Fonctions doublement periodiques de troisieme ©sp^ce. 

3 To. En faisantim pas de plus dans la vole que nous venous 
de suivre, nous somnies amends a etudier les fonctions que M. Iler- 
miie a designees sous le nom de fonctions doublement perio- 
diques de troisieme espece; c’est a ce tjpe qu’appartiennent les 
fonctions da, dpi^ Les fonctions de troisieme espece sonl 

definies, en general, comme etant iinivoques, comme n’admellant 
aucune autre singularite a distance finie que des poles, el erdin 
comme satisfaisant aux equations fonctionnelles 

-4-20)1) = -h 2 CO3 ) = 

Mi.Ni, M3, N3 etant des constantes, Ici encore, il est clair que les 
poles et les zeros de la fonction 'Ffw) devront se reproduirc pe- 
riodiquement. 

376 . Les constantes Mi,Ni,M3,N3 ne peiivent etre clioisics 
arbitrairement; enefret(*), les equations precedentes entrainent 
celles-ci : 

^r(Z4 — 2Wi -4-20)3) = e(Mi-i-M3)K-l-2MiCi)3-I-N,H-N3 

— e(Mi-f-M3)z4 + 2M3COi-4-Ni-I-N3 

et ces dernieres exigent que Ton ait 

Ml 0)3 — M3 0 )i = Air z, 

cn designant par h un entier positif, nul 011 ndgatif. 

Dans 1 expression de ^ -f- 20), + acoj), remplagons a par 

«-i-2(02 et resolvous par rapport a + 2<02) ; en tenant 


(^) Cest le m^me raisonnement qu’au n® 92 . 



compte de la relation -f- coo -{- 0)3 = o, nous aiirons 

( 11 — }- 9 , ti)o ) = iMj -H M 3 )// — 2 (Ml -r-Ms) 03; — 2 M 3 03 1 — N’l — IS’j j 

d’oii Ton conclut qu’on pent ecrire 

''■I" ( a -h coo ) = -^*2 ‘'^F ( ^^ ) , 

eii definissant Mo et No par les egalites 


Ml Mo-h Ms = 0, 

N 1 -f- No “f“ Ns — M 1 to I — Mo tOo — Ms tOs = ( 2 -f- Jl^Ti 1. 

La secoiide egalite, ou Ii' designe an entier quelconque, resuite 
aisement de ce qiie Ton a 

— 2 ( Ml -1~ Ms ) tOo — 2 Ms to I — ( Ml to 1 Mo tOo -r~ Ms tOs ) = Mi to-^ — Ms 03 1 . 

Ainsi, les six constantes , Mo, Ms, Ni, iSo, N 3 satisfaisant aax 
relations precedentes, on poiirra remplacer les deux equations 
fonctionneiles qui defmissent la fonction par les Lrois equa- 

tions 

"^FlZC -h 2tOa) = W( ^^) (a = I, 2, 3). 

Nous conservons aux quantiles le nom de miilliplica- 

leiu's^ deja employe pour les fonctions de seconde espece. 

377. Le produit ou le quotient de deux fonctions de troisienie 
espece est aussi une fonction de troisieme espece; les nuiltiplica- 
teiirs de la fonction ainsi engendree sont les produits ou les quo- 
tients des multi plica tears correspondants des fonctions primi- 
tives. Lorsque le premier miiltiplicatenr esl egal a i, la 

fonction est dite reduite^ 

Une exponentielle de la forme ou A, B, G sont des 

constantes, est une fonction de troisieme espece; on pent disposer 
de A, B de facon que le miiltiplicatenr de cette fonction relalif a la 
periode 2 co, soil precisement ^ gj. donnes. Des 

lors, etant donnee une fonction de troisieme espece, on pent la 
redilire, eii la multipliant par une exponentielle de la forme pre- 
cedente. Inversemeiit, toute fonction de troisieme espece pent se 
deduire d’une fonction reduite, par le meme precede. 
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378. Dans line fonction reduite de troisieme espece, on pent 
supposer nuls M, el Ni ; se deduit alors de la relation 

Ml 0)3 — MgCOi = 

el ia fonction doit verifier les equations fonctionnelles 

hizi 

^r( -h 2 0Ji) = ^r( zO, W('zz. 2x03) = e ''wiu). 

Observons qiie la constante N3 n’a pas grand inlerel; si, on ef- 
fet, dans les equations precedentes, on change u en ii -j- c, on dc- 
signant par C line constante quelconqiie, puis qiie [’on desigin^ 
par (in la fonction -f- C), on voit qiie la fonction M**, (// ) 
verifie les equations 

( ii -r 2 iOi) = T] ( ii ), ( a -i- 2 LO-^) = e ‘ (,), i})q j • 

ce sont les rnemes equations que verifie si ce n’est <jue N.^ 

est diminue de ) d’ailleurs, connaissant la fonction Mq(zz), 

on connaitra la fonction W (u) = — C). On pent done sup- 

poser que Xy ait telle valeur que I’on vondra, par exemplc la va- 

leur 0, ou la valeur — . Dans ce dernier cas, les eq uations 

fonctionnelles qiiideterminent la fonction prennent la forme 

//■ 77 / 

'i'i ll -i- 200]) = 'r(lt), 'Ip K 2W3) = •‘-"'•I 

Ainsi la reclierche des fonctions de troisieme espece se ramen<‘ 
a celle de la solution la plus generale de ccs equations fonction- 
nelles. 


379. Avantd’abordercette recherche, nous aliens etahlir, pour 
les fonctions de troisieme espece ¥(«), a mulliplicateurs (/uel- 
conques, deux relations concernant I’une la difference enlrc le 
nomhre des zeros et celui des poles, Tautre la difference entre la 
somme des zeros et celle des pdles, analogues a celles qui con- 
cernent les fonctions de pi’emiere et de seconde espece. 

Appliquons d'abord I’egalite fondamentale du n" 352 a la fonc- 

lion 
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Piiisqiie la fonction n’admet pas d’aiitre slDgiilarile a dis- 

tance finie qiie des poles, ie nombre de poles ou de zeros de cette 
fonction conteniis dans le paralLelogramme des periodes sera ne- 
cessairement fini. Deslgnons par <70, • • •> ddiiie pari, par 
bs-, h 2, . . - , d’ autre part, les poles et les zeros contenus a Tin- 
terieur du paralielogramme autour duqiiel on effectue I'integra- 
lion, cliaqae pole 011 chaque zero elantrepete exaclemenl aiuant 
de fois qu’il y a d’unites dans son ordre de multiplicite ; la somme 
des residus de la fonction F(<?/), a I’interienr da paralleiogranime, 
sera p — v. 


Le calcul dii premier membre de Fegalite fondamentale pour 


F(w) — 
done 




est immediat; on Ironxe ^(MiCt):) — M3W,). On a 


2(Mi W3 — M3 coi) = 2 t:i(p Oj 


cn sorte que le nombre entier que nous avons designe plus baiiL 
par A n’est autre que I’exces du nombre de zeros sur le nombre 
de poles. 


380 . Applic[uons le ineme llieoreme a la fonction 


la somme des residus a rinterieur du paralielogramme sera la dif- 
ference d entre les sommes + ^2 + •••+ et ai -j- . 4 - 
des zeros et des poles. 

On Irouve d’ailleiirs immediatement 


F ( iio -4- 2 cOi if ) — F ( no -r- 2 W3 -f- 2 toi if ) 


=: — ( no - 1 — 2 t03 — 2 CO^ 0 ^ ^3 


2 OJi if ) 

^P"(no-T- 2 Wi if) ’ 


F ( no — 1- 2 CO3 1 ) — f ( no -H 2 wi -t- 2 W3 ^ ) 

^ nT 2 Wo 0 

= -(«„-^ 2 co.H-aco 30 Mi- 2 coi 

et, si I’on observe que les integrales 


\ ¥(K.o + atOiO ’ 4 '■F(ao-T-2W3i!) 
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CALGUL INTEGRAL, 
int respectivement des determinalions des quantites 

I , 1F( + 2 U)l) J_ 5(»0+ 

los '°8 Mqwn) 


2 Wi 


¥(z/o) 


2 0)3 


e 2 -ales a 


est-a-dire qu'elles sent respectivement eg 

’\j ^ _i- ]\q -I- 2 n, t: i M3 Uq -1- N3 -+- 2 /?3 Tr i ^ 

a designanl par /?!, 723 des nombres entiers, on obdent 

p ^ Ml Wo-f- Ni -h 2 ni TT 1 1 

20J1 — (?7o -1-0)1 4-20)3) M3 — 20)3 J 

r . M3^7o-l-N3^-2^^3^T/:] _ 

— 2 0)3 — ( Z7a 4- 0)3 4- 2 0)1 ) iVJ 1 — 2tOi J - 


2 d TC L 


En ienant compte de la relation 0 ) 3 M| — coi M 3 = 4 -^: 7 , on en de- 
duit 

, 0)1^3 — 0J3N1 to? M3 — to? Ml J f , \ 

cl — — i 1 — t -J 1 — 1 — i — 2 /ito.-) -h 2 ( /is o)i — /ii 0)3 ). 

T.i TU 

Dans le cas d’lme fonction redulte, Mj et N| sont mils et I’on a 

1 • 7 ' 1 ' 0) I M 3 i 

done, puisque h est egai a congruence 


d = — — h toi (model . 2 to 1 , 2 0)3) . 

381. Abordons maintenant la recherche du tjpe le plus general 
des foiic lions de troisieme espece. 

Si la fonedon de troisieme espece est transcendante enderCj 
li designe, d'apres ce qiie nous venons de voir, le nombre de 
zeros contenus dans le parallelogramme des periodes ; e’est un 
nombre ender posilif. Quant a d, e’est la somme des zeros. Si 
I on suppose la fonction reduite, les equations foncdonnelles 
prennent la forme ( ‘ ) 

_ It "v 

2 toi) = ■'I-q //), -h 20 J 3 ) = a ^ //,), 

dont on a, conime on Fa demontre au n^ 274, la solution la plus 


Cette forme meme montre qu’on ne peut supposer h nul^ puisque alors la 
f.ijction serait de seconde espece et se reduirait done a une exponentiellc 



generale, savoii 

Nous rappelons que ]a fonction coinporle It conslantes 

arbitraires Aq, A,, ^h-\ qi-^i J figurent lineairemeiil, et que 

I'on a 

4 > ~ Aq * 1^0 ( ) “ 1 “ -'^1 ( zO 1 1 ( zz , 1 , 

en snpposant 

I nli-\-r\- J'2 

q /• Q^Kuh+riir^v — qh ^^rir^v rz j/z-T), 

n 

OLi siiivanl noLre habitude, est mis a la place de • 

En resume, si Ton se donne les deux periodes 2oj,, 2CO3, et le 
n ombre h de zeros dans le parallelogramme des periodes, la fonc- 
lion transcendante entiere la plus generale qiii soil une fonction 
reduite de troisieme espece sei'a la fonction C), qui com- 

porte les A-4- 1 constantes Ao, Ai, A/i_,, C; la derniere est liee 
a la somme d des zeros par la congruence 

d ^ A(to.2 — (i) (modd. 2001, 20J3), 

qui se deduit immediatement de celle que I’on a obtenue a la fin 
du n® 380 , en remarquant qtie C est egal a — CO3 — 7^:17* 

Enfin, on obtiendra La fonction transcendante entiere la plus 
generale en multipliant par une exponentielle de la 

forme ou A et B sont des constantes arbitraires; il est 

inutile de prendre cette exponentielle sous la forme 
puisque le facteur e^' ne ferait cpie modifier les constantes arbi- 
traires Ao, A,, A/,_i qui figurent dans <X>(z/-h C). 

On observera que le tlieoreme de Liouville n’a pas ici son ana- 
logue puisque, comme on vient de le voir, il existe des fonctions 
de troisieme espece, autres que rexponentielle qui sont 

transcendantes entieres. 

382 . Le lecteur n’a pas manque de remarquer les proprietes 
importantes de la fonction avons obtenues en pas- 

sant. C’est une fonction de troisieme espece dont les multiplica- 
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rs correspondant aux periodes 2 t 0 i, scO;} sont respcclivcmenl 


cette propriete n'est autre chose que la definition nieme de la fonc- 
tion traiiscendante entiere J inais nous venous d apprendre 
en outre que, dans le parallelogranime des periodes, elle a cxac- 
temonf It zeros et que la sonime de ces zeros est congi'iie moduli,% 
oj j . 2 . oj;] a Jl[ to ^ — j— tO;} ^ oil, SI 1 on vent, a AtOo* 

De la premiere de ces deux proprietes on deduit que la lonc- 
fion ne peatadniettre plus d’un zero dans Ic parallelograminc 
des periodes, puisque la foncLion pour A = i, sc rediiit a 

i _di_ ; . Ce iheoreme etanl le seul pour la demonstration dii- 

■' 2t-ji i 

quel nous nous sommes appiijes sur la decomposition des lone- 
lions en facleurs, le lecteur a maintenant tons les elements ne~ 
cessaires a relablissement d’une theorie des fonctions S’ fondee 
iiniqiiement sur les developpements en scries trigonoinetriqiies 
(n° 160; qiii les defmissent et sur le iheoreme (n° 274) de M. ller- 


De la seconde de ces proprietes, il resulte que si I’on se donne 
tons les zeros, sauf nn, de la fonction ^{u)^ ce dernier zero est 
determine. 

D'ailleurs, on pent construire line fonction admettanl 

A — I zeros Ao, et cette fonction est determinee a 

iiD facleiir constant pres. En eflet, les A constantes Aq, Ai , . . . , A;,. , 
qoi iigiirent lineairement dans <!>(?/) seront liees par A — i equa- 
tions qoi, dans le cas ou tons les zeros sont dislincts, seront 

4)(Ai) = o, ci,(b.2) = o, = O, 


el qiii, dans tons les cas, rcsteront lineaires en Aq, A, , . , . , A/,„| . 
Ces equations admettent toiijonrs une solution dans laquelle Louies 
les inconniies ne sont pas nulles et determinent les rapports niu- 
tiieis des constantes Ai, ..., A^_,. On ne pent, en efiet, se 
trouper dans le cas d’exception de la theorie des equations Li- 
neaires, car, si Ton obtenait deux fonctions dislinctes 

admettant les A — i zeros donnes, le rapport de ces deux 
ionclions serait visiblemeiit une fonction de preminre espece qui 
II aurait point de pole : ce serait done une constanle. 
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On volt aiissi Cju’il exisLe des fonctions transceiidantes entieres 
de troisieme espece, cjni admellent, dans le parallfdograinme des 
perlodes, h zeros donnes bk- Une telle foiictlon, si elle 

est reduile, sera de la forme -f- C), G etant une conslante qui 
satisfasse a la congruence 

h C ~ /io32 — d ( model . o wj , 2 too ). 


en designant par d la somnie des zeros da parallelogramme. On 
choisira pour G rune des solutions de cette congruence, et Ton 
determinera, a im facteur constant pres^ comme precedcmmenl, 
les Ji conslantes qui entrent lineairement dans <1^ ( H- G ) de 
facon qne cette fonction s'annule pour h — i des zeros donnes, 
par exeinple, pour 6|, 60, 6 a_i ; la fonction d>u^), qui a h 
zeros dans le parallelogrammej s’annule pour C, ^2 “ G, . . . , 
^di~\ +• C ; en designant par 4- G son zero, on devra 

avoir 

b{ -f- C -f- h-i ~h ... -h b/i—i -f- -T~ b/^ ~h C ^ h to 2 

on 


d’od Ton conclut 


d liCi ^ b'l^ — ^ h W2j 

b'k — o ( modd. -.uoi, 2 103). 


On obtiendralt, d’ailleurs, diverses solutions avec des multipli- 
cateurs dilTerents, en prenant pour G les diverses solutions de la 
congruence. 


383 . Nous ferons encore sur les fonctions la remarque 

suivante, qui va nous etre utile tout a I’lieure. Si I’on j pose 

i'Ku 

tr r= e ^'1 , 

les fonctions d>;.(«), (/• = o, i , . . . k — i) prennent la forme 

^ 2 qii-h+^.nr-\-j ,jcnh-^r 
n 

siirlaquelie la propriete fondamentale (LVo) apparail immediate- 
ment; car, lorsque Ton remplace u par ze 4- 2co,, x ne change pas, 
non plus que la somme de la serie, et quand on remplace u par 
u 4- 2CO3, X est remplace par q^x^ en sorte que la serie se repro- 



dull miillipliee par 


q-f‘x-‘^ _ a>, 

38 i. n est aise de former une infinite de series, conslituees 
d'uoe facoii analogue aux precedentes et, en particulier, a la plus 
simple de toiites 

fl >0 (' a ) = ^ r 

jBsm 

a 

qiii jouissenl de la meme proprieLe, mais qiii nc represenlent 
plus des fonctioiis entieres. C’est iin point tres particulier des 
belles reciierches de M. Appell sur les fonctions dc troisicme es- 
pece ( * i, qiie nous aliens exposer en disant quelques mots d’lme 
de ces fonctions, appelee a joner le role d’element simple. 

La recherche des fonctions de troisieme espece les plus gene- 
rales pent etre ramenee, comme on La vu au n° 378, a la reclierclie 
des fonctions redultes qui satisfont aux equations fonctioiuielles 

, 

It 2u)i) = T( -f- 2 tOs j = e H (ii ) , 

et nous avons montre au n‘’ 379 que h designe I’exces du nombre 
de zeros sur le nombre de poles. On prevoitqu’il yaura deux cas 
a distinguer siiivant le signe de A. 

Supposons d’abord que A soil positif. 

i TZ u 

II est aise, en supposant ton jours x = e^^ , de former une serie 
qui se reproduise multipliee par qiiand on change x en 

q-x et dontla somme represente une fonction qui n’admctte, dans 
le parallelogramme des periodes, qu’un pole unique et simple, 

i 7Z iv> 

congruent au point donne w. Telle sera, si Ton pose y e , 

la serie 

y qii-h 

JKod q-'^-X — jr 

n 

Cette serie est absolument et iiniformement convergente dans 
toiite region finle du plan de la variable u, qui ne contient 

p) dnnales de PEcole Noj'male superieiire, 3 « serie, t. I, H, HI. Voir aussi 
Halphe.v, Trciite des fonctions elLiptiqu.es, t, I, p. 468 et suivanles. 
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anciio des points u pour lesquels on a q-’^x — j' = o, c'esl-a-dire 
im des points u = cu -i- 2 77zco, -f- 2/70)3, oli m designe, ainsi qiie n, 
tin entier quelconque. La serie garde meme ce caractere dans les 
regions qiii conliennent qiielqiies-uns de ces points, poiirva qii’on 
en siipprime les Lermes qui deviennent infinis. 

Si Ton isole le terme qui devient infini pour a ~ ug savoir 

T _ T I 

^ y y i'K. in — w) ’ 

e — j 


on voit de suite que le residu relatif an pole simple iv estj^- 
Si Ton pose final ement 


F(z 7 ,CP) 


iTzy ^ 

L y — , 

coi Jmd xq-'^ — y 


on aura line fonction de u qui satisfait auK equations fonction- 
nelles, c[ui admet comine poles simples les points congruents a u', 
et dont le residu, pour le pole iv, est egal a [ . 


385 . Nous aurons a envisager celte fonction F(//,(u) tanl 
coinme fonction de u que coiiime fonction de tv. A ce second 
point de vue, il est clair que la fonction F (//, (v) joull de la pro- 
priete 

F (a, iv -i- 20)1 ) ” F(z7,{p), 

inais, relativement a la seconde periode 2103, elle se comporte d’une 
facon plus compliquee. 

Tout d’abord, ecrivons-la sous la forme 






r — xq^^ 


- xq - 


xq- 


= - 1 - 

0)1 


0)1 ^ ^ 
n 


/l~h\ 

xq^fi—y ’ 


puis changeons iv en w + 20)3, y en n en /7 -{- x, on auia 


F ( u , (r -H 2 CO3) -h ~ ) — 





•^(/i-4-1 ) /i-i- 1 
xq'^n — y^ 
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relranclions des deux membres la quantile 




QQCjltL _ J/ 


I’ie uni fio-ure dans le second membre deviendra 


la sene qiii ng 






,1. en prenant pour \ la valeur <^6 maniere que Ic nnmera- 

leur dc la fraction devienne divisible par Ic denoininaleiu, on ob- 

liendra I'egalite 

F > u, ir ~ ‘ 2 i 0 ;> j — F(u, (v) = ~ ^ q^^ ’^FJTyZTTJ' ’ 


en effectuant la division de i par on 

aura fmalement 

h 

«. »’ -^awa ) = qi‘y'‘ F(w, «■; -h ^ ^A-'V/'T <!>,.(, w ). 

r=:0 


380. La fonction Y {u, w)^ envisagee comine line fonction. dc //, 
va nous permellre de conslriiire Louies les fonctlons de Iroisicme 
espece qiii adnieltent, dans le parallelogramme des periodes, un 
nombre quelconqiie de poles et un noinbre de zeros egal a ce 
nombre de piMes augmente de h unites; elle admct elle-memc un 
pole el h -r i zeros. 

Observons d’abord que les fonctlons de ii 

dV ^ ^ 

div^ Oil’-’ dw'^’ 

sont Louies des fonctlons de troisieme espece, avec les memes 
iniilliplicaleiirs que la fonction F(?^, (p); chacune d’elles n’a dans 
le parallelogramme des periodes qu’un pole, mais ce pole esl 

double pour ^5 triple, quadruple, ... pour les fonctlons sul- 
\ antes. 

Consideroiis maintenant une fonction XT [u) de troisieme espece, 

1 CO- ) 

avec les multipllcateurs i et e \ Soil (p un de ses poles 
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d’ordre a, eii designant par A line constaiUe ciioisie de facon qiie, 
dans le developpemenl suivant les puissances de s de la fonction 


W{u) — A 


F 


dans iacjuelle on a remplace u par w -f- s, le terme en ~ manque, 
on Yoit qiie ceUe fonction n’admettra plus le pole (u qu’a I’ordre 
a — I ; on la ramenera de ineuie a ne plus i'avoir qif a Tordre 
a. — 2 , .... puis a ne plus Tavoir dii tout ; les fonctions siicces- 
sives que i’on formera ainsi seront toujours des fonctions de troi- 
sieme espece, avec les memes multiplicateurs, et les poles autres 
c|ue (V no seront pas modifies. On ejde\era ainsi successiveraent 
Lous les poles, et alors il ne restera plus qu’iine fonction transcen- 
dante enticrede troisieme espece, c’est-a-dire une fonction d>(z^). 

On conclut de la que, si I’on designe par cu, les poles 

distincts de la fonction W (a) dans le parallelogram me des periodes, 
par a/ le dcgre de multiplicite da pole a/, on pourra mettre 
sous la forme 


/ = V 

IF(ji) = ^ 

i = t 




C)(P 


-i- 


FI 


11 . dF d-F 

Oil I on entend cjue, dans les expressions r i * * * • rem- 

place, apres avoir fait les operations, w par ai. Inversement, une 
expression telle cjue le second membre representera, quelles que 
soient les constantes Aq, . A/i_i qui figurent dans ^ et les 
autres constantes A[/’^, ..., une fonction de troisieme espece, 

avec les mulliplicateurs i et e , avec les poles u//, d’ordre 

de multiplicite a,- = r , 2 , . . . , v), et admettant iin nombre de 
zeros egal a A 4- a, -h ao +.••+ ^v; tel est aussi le nombre de con- 
stantes arbitraires qui j figurent, si Ton regarde les poles comme 
donnes. 


387. II n’j a pas lieu de s’arreler an cas od h est mil puisque 
I’on aurait affaire a une fonction de seconde espece. 

Supposons maintenant li negatif et soit encore tl ( w) une lone- 
Lion de troisieme espece avec les multiplicateurs 

i, e , 
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admettant, par consequent, dans le parallelogramme des periodes 
im nombre quelconqae de zeros et un nombre de poles siiperieur 
de — h k ce nombre de zeros. 

Formons les fonctions ^{u)^ ¥ (u^ w) qiii correspoodenl an 
nombre — A. c’est-a-dire des fonctions de troisieme espece, aiix 

muliiplicateurs dont la premiere est nne fonclion 

transcendante entiere, contenant lineairement — h coiislantcs 
arbitraires Aq, et dont la seconde adinet dans le 

parallel ogranime des periodes le pole unique (P. Les fonctions 

sont de premiere espece, et, pour cliacune, la sommc des residus 
est nulle dans ie parallelogramme des periodes. 

Soitfz. un pole de d’ordre de multiplicite a, et solt, cn 

posant u = a-h a et en designant par Bo, B,, . . . , Ba_i des con- 
slantes, par ^(a) une serie entiere en s, 




Bo 


B«) 

— -hl.A 


on aura 


.(a — i) 


Bg— 1 

cCi 


(e(e); 


<P(a~^c) =:^(a)-h^'(a) - H-. . .-i- iLl ■ 

1 1.2. . .(g — j j 

F(a-i-a. iip) = F(a)^F^(a) - (a) 

I ^ " J . 2 . . . ( g — I j ■ ‘ ' 

oil F'(a), F''(n), ... designent ce que deviennent 
quaiid on y remplace ii par a. 

Le residu de la fonction W( li)^(u), relatif au pole a, sera done 

Bo <!>(«) + Bi<J>'(c() +. . . + Ba-i'J>la-i)(«), 

et, la somme de tous les residus analogues devant etre nulle, on 
aura, en designant par les pfiles distincts de W(u), 

par a,- le degre de multiplicite de a,-, une egalite de la forme 

i^) ^ [B‘'>«>(a,) -t- B‘/>^'(ai) -i-. . .+ 
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([Lii eqiiivaiil en realile a — li conditions, poisque ceite e^alite, 

<levant avoir lieu quelles qiie soient les constantes A^, , A_/i_i 

qiii figurent dans <!>, se decompose en — Ji aiilres egalites. 

Appiiqiions le meme tlieoreme a la fonction F(;/, a') en 
remarquant qii’elle admet, en dehors des poles de ¥(<?/), le pole 
U =: (y de F(;/, w) avec le residii et nous aiiroiis 

/=: V 

/—I 

(Foil, en changeant iv en 

{ = v 

( ;/. ) =: — If) -H B'/-’F'(ro-, If) ~ . -h rqv;/, zz)], 

/ - 1 

en sorte que la foncllon 1' (^0 ^^st decomposee en elements simples; 
on rappelle que u) designe ce cpie clevient quand 

on y a remplace u par a/, puis (v par u. 

388. Cette forme de decomposition, ohtenue par le meme pro- 
cede que les formiiles des n*^"^ 358 et 367 relatives aux fonctions 
de premiere et de seconde espece, n’est pas toutefois de la meme 
nature, car c’est le second element de la fonction F(?^, (v), qui 
joue le role de variable, et la fonction F {u^ tv) n’esl pas double- 
mcnt periodicjLie de troisieme espece par rapport a cet element, 
en sorte que la formule trouvee ne met pas en evidence la perio- 
dicite de la fonction c’est que, en elFet, les constantes 

... ne sont pas arbitraires, mais doivent verifier les — h 
conditions contenues dans I’egalite (b). Sous le benefice de ces 
conditions, la periodicite apparait, comme le lecteur le recon- 
naitra sans difficulte, s’il vent bien se reporter au n° 385, ou nous 
avons donne I’expression (^) de F(?^, ly + 2 ^ 3 ). On voit que, 
dans le cas ou h est negatif, si Ton se donne les poles a/ de la 
fonction le nombre de constantes arbitraires qui figu- 

re 11 1 lineairement dans I’expression de cette fonction est encore 

(^) On n’oiibliera pas que h doit etre change en — A, puisque, dans le cas ou 
nous nous placons, h est negatif. 

T. et M. — HI. 3 
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ii ^ as-f- ao 4 -. . ,-f- a,,; c'est, daas tons les cas, le nombre de zeros 
conteiius dans le parallelogramnie, en comptant cliaque zero aii- 
lant de fois cpi'il y a d’lmites dans son degre de miildplicite. 


V. — Autres expressions propres a representer les fonctions 
doublement periodiqnes. 

389. Les fonctions doublement periodiques sont snsceptibles 
d'etre mises sous d’aiitres formes particulicrement importantes, 
et qui mettent en evidence a la fois les zeros et les poles. 

Dans ce qui suit, nous supposerons toujours chaque pole on 
cliaque zero repete autant de fois qu’il y a d’ unites dans son ordre 
de multiplicite. 

Considerons d’abord une fonction de premiere ou de scconde 
espece; elle a dans le parallelogramme des periodes autant de poles 
que de zeros; designons les premiers par . . . , les se- 
conds par bif b 2 y . . b^; la derivee logaritlimique de cettc fonc- 

tion sera une fonction doublement periodique ordinaire, n’admet- 
tant que des poles simples; si ai, ao, ciy, d’une part, 6^, 
by d’autre part, sont distincts, I’ensemble de ces points 
constitiie Fensemble des poles de la derivee logaritlimique; dans 
les autres cas, cet ensemble est constilue par ceux des points , 
^ 2 . . . ay et ceux des points • • • , qui sont distincts^ le 

residii correspondant a chacun d’eux est, dans tons les cas, I’ordre 
de multiplicite du zero ou dn pole de la fonction primitive, affecte 
du signe — s'il s’agit d’un pole; de sorte que I’on a, dans tons 
les cas, pour la derivee lo gain thmi que decomposee en elements 
simples, Fexpression 

G-r- ru; — ^1) . .H- t (it — ^v) — av), 

ou G est line constante. La fonction qui admet cette expression 
pour derivee logaritlimique est 

^Cu-hC' — 

■:f(u •— ai)a'( w — ag') . . . c^( w— ay ) ’ 

ou les zeros et les p61es sont bien mis en evidence. 
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390 . Qiiand on remplace, dans la derniere expression, u par 

u -4- 2C0a, elie se reprodait multipliee par en designanl 

par d la difference enlre la somme des zeros et la somme des 
poles. L’expression precedente representera done, en general, une 
fonction de seconde espece dont les miiltiplicatenrs [Aj et u.^ se- 
ront donnes par les form ales 

2CWi — = logpi, 2Ct03 — = logi^s, 

d’ou Ton lire inversement 

^ ^ log[^3 — '^i3 logpi), d = (Wl logJJLs — W 3 logiAi). 

Ces relations ont ete deja obtenues aux 364 et 369 . 

391 . Si I’on vent avoir affaire a une fonction doublement pe- 
riodiqiie ordinaire, les qaantites log[Jl^, log u.3 doivent etre des 
multiples entiers cle ^tzi] en sorte qu’on doit avoir 

c = 0 (modd. 2rji, ar^s) et o(modd. acoj, 2 W3) ; 

la derniere relation a deja ete demontree au n*^ 3 o 6 . 

Comme le rapport de a CO3 n’est pas reel, la supposition 
d=: 2 12^0) 2/13033 entraine les trois egalites 

logics = ‘^riiTd, log|j.i = — c = ^(nroi -f- 

en sorte qu’une fonction doublement periodique ordinaire, dont 
les poles <2^, u/o, . . - , et les zeros 61, bo. . . by verifient la 
relation 

(6j H- 62 H-. • ) — (ai 4 - ^2 -T-. . .-T- ay) = 2 /Zi coi 4 - 2/23103, 


oil //i , //3 
nerale 

/(^) 


sont des nombres entiers, aura pour expression ge- 




(fill — ) a'{ii — bo) ... 0^(2/ — by) 

c'{u — «i ) o' ( — ao) ... o' ( M — ay) 


A est une constante qui a ete mise a la place de 

Si les i-epresentants (^) des poles et des zeros ont ete, comme 

(^) On a vu (n° 359 ) qu’il n’etait pas necessaire de prendre les poles ou les 
zeros dans un m^me parallelogramme, pourvu que cliaque pole ou chaque zero 
soit represente par un point congruent a a^, ou b,, b^. 
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un peat toiijours le faire, cboisis de facon que I’on ait 

^ -f-. . .4- ~ -T- «2 • '-r- «Vj 

Texpression de la fonction doublenient periodique sera 

i:;'( II — bi):f(u — l->i) . ♦ • ^ 

J ^ ^ )'^{U — ^f'i) • • * ) 

|}uisc|U6 I on Giira alors ii\ '=■ ii-^ o. CeLle forniiilc nict on evi- 
dence ies zeros, les poles et la double periodicite. 

Toute fonction rationnelle enlicre de pit et de p’ a esl one fonc- 
tion doublenient periodique ordinaire n’admettanL que le pole o, 
qiii est necessairement multiple ; la somme des zeros d’uiie telle 
fonction est done necessaireinent congrtie a o (niodd. 2co,, 2 o);{) ; 
ce resultat equivaut a one proposition due a Abel. On voil on 
outre qii'iine telle fonction pent se mettre sous la forme 

, z'(u~di)j'(u — d.2)...a'(u — l?y) 

A 

392 . 11 y a quelque interet a retroiiver ces divers resultats el^ 
en outre, ceux de meme nature qui concernent les fonctions de 
troisieme espece, sans nous appuyer sur la decomposition en ele- 
ments simples. Le tlieoreme de Lionville y siiflit. 

Eii designant par ..., a., les representants des jioles 

d’une fonction de troisieme espece, etpar 6,, 60, . . . , les repre- 
sentants de ses zeros, on voit, en se placant au point de vue du 
n"’ 80, que cette fonction doit etre de la forme 

a'(u — ai):r{u— 662 ) . . . G'(u — av)’ 

cela resulte du tlieoreme de M. Weierstrass sur la decomposition 
en facteiirs primaires, etde ce que les seuls poles et les seuls zeros 
de la fonction ¥(?/) doivent etre respeclivement congrus, mo~ 
dulls 2(!3i , 2033, k cii^ a^, . . a.j et a 6^ , 60, . , . , 6p ; g{u) doit 
etre one fonction entiere, transcendante ou non. 

Posons, coninie nous I’avons deja fait, 

I'Ai — . .-f- Z)p) — (ai -h a, “t- - - .-i- ^v) — 


p — V — A ; 



APPLICATIONS DC TIIEOREME BE CAUCHY. 3; 

en remplacant, dans -r- swa? el eii tenant compte 

des formiiles Xn 2 , on troiivera immediatemeiit 

‘ 2to^) _ ^g-(fi^-2Miy^—i''(fri-i-/i7:i-i-2r,y_(/iu-hAct}c/.—c^‘ 

ir(u) • • * 

Si done on veiiL qiie la fonclion soil line fonclion de Iroi- 

sieme espece, avec les miiltiplicaleiirs il faut que Ton ait 

-1- ACO,^) — ^(if) -r- Q.r^y_(/lU -i- Aco^ — d) — Ma if ^ Na 

/^a etanl iin enlier qiii ne pent dependre de u a cause de la conti- 
nuile e video te du premier membre. En prenant les derivees se- 
condes par rapport k on en conclnt 

g" { li -T- ‘2 CO ^ ) = g" ( a I ; 

la fonction enliere elant doublemenl periodiqiie, se re- 

duil a one constanle; g{it) est done de la forme A ?/--}- -f- G, 

ou A, B, C desigocnl des constanles, et I’on devra avoir 

(aA a -h B) Aco^i-i- 4 A-4- ATj^(/i«H - a cu^ — d) -—hr.l = M^u ^ 

el, par conseqiieiiL, 

Woi = 4 A COjj -f- A ATi 2^, 

Na “ 4 21 B cor^ -4- A Tj ( A co — d ) -4- A t: ^ i 

= WaMa aBo)2( — 'idr-rj, -h hrJ — ‘2?l:iTd. 


393. II rcsLilte de i’analjse precedente que toule fonction de 
Iroisieme espece qiii admet les poles «i, • • - j et les zeros 

^ 2 , ... 7 bp pent elre mise sous la forme 


1F(«) =3 


:f(a-—bi) o' (a — b-y). 
^ Ui — ai ) o' {ii — a-i ) . 


G'(u — bp) 
a'(u~~ay) 


et que, inversenieiit, Loute fonction de cette forme est ime fonc- 
tion de premiere, de seconde on de troisieme espece. 

Gonsideree comme de troisieme espece elle admet les mullipli- 
eateiirs les constantes Ma, Na etant exprimees au moyen 

de A, B par les formules qiii precedent. On en concliil immedia- 



lenient les relations 


Ml -f- Mo -r- Ms = 0, 

Xj — Xo -4- N3 = Ml Wi -r- Mo tUo -f- Ms W3 -h /^-TT i "H ‘2 h TT i, 

Oil est iin nombre enlier, relations (jtii sont conformes a celles 
oi) tenues au n° 3/6j on retrouve aussi aisement la relation 


Ml 0)3 — M3W1 — hizL; 


puis, en eliminant B entre les expressions de et de N3, on ob- 
dent, apres quelques reductions immediates, la congruence 

d = A [w f Mo ~ 04 Ml -f- Wi N3 — W3 Ni] — 2 /i a>2 , (rno dd. 2 coi , 2 0J3). 

Inversementj si cette relation etia relation Mi co^ — MstOi —Inzi 
sont verifiees, on pourra determiner les constantes A, B en fonc- 
lion de Na Bt I’on obtiendra Fexpression generale 

ai) cr'(a — a-2)...z^{it — a^) 

dont on s'est donne les poles, les zeros et les miiltiplicateurs 

Le cas des fonctions de deuxieme et de premiere espece est 
contenu dans ce qui precede. Pour les fonctions de seconde es- 
pece, on a Ml = o, M3 = 0, et, par suite, 

A = o, p = V, 

puis 

j 1 / I 

ci= (wilogfXs — a)3log(.ii) (modd. 2C0i, 20)3), 

en designant par p.! et [j.3 les miiltiplicateurs. Pour les fonctions 
de premiere espece, on a 

p = V, <i = o, (modd. 2 coi, 20)3). 

En resume, Fanaljse precedente montre, d’une part, qu’il 
exisle des fonctions doublement periodiques de premiere, de se- 
conde et de troisieme espece, et elle donne, d’autre part, le type 
le plus general de cliacime de ces fonctions. 



APPLICATIOrsS BU THEOUtME BE CAUCHY. 


39 

394 . Enfiiij ii est aise de former encore, an moyen des fonc- 
tions # de M. Herniite, [’expression la plus generaie des fonctions 
de troisieme espece qiii ont an nombre donne de zeros et de poles. 
Cliacune de ces fonctions, quand elle est (transcendante) enliere, 
se rapporte, comme on I’a yu, a Tentier positif h qui exprioie le 
nombre de ses zeros ; pour garder la trace de ce nombre, nous 
emploierons ici la notation qui representera la fonction 

enliere la plus generale de troisieme espece avec les miiltiplica- 
— ^ 

teiirs 1 , (5 

Considerons maintenant une fonction de troisieme es- 

pece, admettant p zeros et y poles dans le paralielograniine des 
periodes. Nous pourrons former (n*^ 381 ) une fonction enliere 
-i- C), qui admette pour zeros les v poles de tp* (w). La 
fonction -f- C) n’admettra plus de poles; elle sera de 

troisieme espece; elle admettra p zeros, les p zeros de elle 

sera done de la forme 

(>xu^-hTiu c|)^p^ 

la fonction sera done de la forme 

‘t>(V) ( zt -r- G) 

Inversement, une telle expression est une fonction de troisieme 
espece admettant v poles, p zeros et ayant relativement aux pe- 
riodes 2(0 1, 2(0 3 les multiplicateurs 

4A(») i7i-i-4AcOi-l-2BC()i 4- i AWa -i- 2 Bt 03 " {/i 4- tOa) — (pD vC) 

e 1 ^ w, ^ 

OLI Ton a encore pose A = p — v. Ces multiplicateurs peuvent 
etre idenlifms avec g[ 3^ 


hr^L , *> 

4 A( 0 i = Mi, = M3, 4ACO1 -1- 2 B( 0 i-r- t: i = Ni, 

tOj 

„ JtTzlo^S / -rv /-IN 

4 A (0 .7 -4- 2 B 0J3 — ( p 1 ^ V G ) -T" 2 7Z3 TT J — ^3 J 

' tOi COi ‘ 


en d(3signant par /i,, des nombres entiers. On tire de la, en ell- 
minant A et B, 

5 li 0) 3 — M3 (j^ 1 = hiz 

N3(0i Nit03 = Ml ( 03 ( 0)3 — tOi) — IlTZ it03 

— TujXpD — C)H- 2 7rt(/i3 ^ 3 )- 
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Si Ton se rappelle (n'' 381 )que — D), v(ojo — C) sont res- 

peclivemcnt congriis {^jitodiilLS 2t0|, 2033) aux sommes des zeros 
des fonciions <I>,p5 B), <I>fv)(«H- C), on voit qiie la quanlite 
vC — cD esl congnie a Acoo d- d, en designant par d la difference 
enlre la somnie des zeros et la sonnne des poles de se- 

eoode des egalil-es precedentes nous fournit done encore line fois 
la congriience 




OjjX'; W3N1 CO 7313 — CO I Ml , / 1 I s 

_l_e — _LJ J — e ; — 1 — i — 2/1 (Jj2 (model . 2 oj 1 , 2 CO3 ) . 


39 o. Le cas qae nous venous d'eNaminer conLient le cos des 
fonciions de seconde et de premiere espece. Pour ces derniercs, cn 
|jarlicolier. on IrouveA — o, 13 = 0, C — D, et Ton voil que la 
fonclion doublenient periodlqiie ordinaire la plus generalej com- 
porlant V zeros et v poles, pent etre mise sous la forme 

fi'ii ' — ( n -f- G ) -I- A 1 4>i ( -r- C ) -T- ♦ . . -f- Ay- 1 <^I>v- 1 ( a -}- G ) 

-i- (j ) -T- Al <l>i ( -h G } -H . . . -T- d\-_i { ll H- (J ) 

Oil C, Ao, — Av_i, Ajp A!_,_i sont des constantes arbitraires, 
et <t>j , . . des fonciions parfaitement determinees, dont 
la forme a ele rappelee an 11“ 381 ; on doit toutefois remplaccr la 
ietire A par la lettre v. 



CHAPITRE II. 

APPLICATIONS DE LA FORMULE DE DECOMPOSITION 
EN ELEMENTS SIMPLES. 


lo — Les fonctions o', p. 


396. Nous etablirons dans ce Chapitre diverses consequences 
Ires imporlanles cle la formiile de decomposition des fonctions 
doublemen I perlodiqiies en elements simples, consequences dont 
plusieurs ont deja ete etablies, mais quTl convient de grouper 
maintenant autoiir dAine meme origine et dont la deduction ne 
supposera rien autre chose, en dehors de la definition des fonc- 
lions o', p, . . . ct des proprietes qui resultenl immediatement 
de cette definition, que les propositions generales etablies dans 
le Ghapitre precedent. 

Considerons d’abord la relation (VIIi) 


efi u H- a) ■'J'i u — rr ) 
s'*- u o'- a 


pa — p u, 


et designons*en le premier membre par f{u)] on reconnait imme- 
diatement que f {u) Gst line fonction donblement periodiqiie a 
periodes aoii, 2 c 0 ;j, admettant, comme scul pole dans le paralle- 
logramme des periodes, le point o : ce pole est d’aillenrs double; 
f{u) doit done etre de la forme C 4- G' 1:^' = C — G^pz^ ou G 
et sont des constantes; C' est le coefficient de la derivee de - 

dans le developpement de iiiis sous la forme G^D-H- 

dans ce developpement, on n'a pas fait figurer de terme en u G 
parce que le pole o est double. On pent dire encore que C et G 
sont le terme independant de u et le coefficient de ii ~ dans le de- 
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veloppeiiieiit def(u) suivant les puissances ascendanles de ii *, on 
obtient ce developpement en multiplianl le nunieraleiir de 

f ^ . j a H- ltd' a — ^ ^ , 

expression cjui, ordonnee suivant les puissances de u, donne 
(:f'-a — :fa a‘"a) , 

par le developpement de s’appujant seiilemcnl 

siir la formule (Rb ) et les definitions (IV 5 ), on trouve 

~~ u- ' rio 

le coefficient de ^ et le terme independant dans le developpe- 
ment de f{a) sont done respectivement ~ 1 et 

--'2 (X — cT'a :>"a _ d cf'a . 

o' -a ” da (fa 

on a alnsi — C’ = — i , C = jDa ; cette derniere valeur, apres avoir 
obtenu G^ = r, poiivait s’obtenir en reniarquant cpie C — 
doit s’anniiler pour u — a^ de meme que f{u)- Finalement, la for- 
miiie (VIIi) est demontree a nouveau. 

Observons d'aitieurs cjue le premier membre de cette formule 
apparlient au type du n° 391, ou les zeros et les poles sont mis en 
evidence; la somme des affixes -f- a, — a des deux zeros est bien 
egale a la somme de I’affixe du pole double 0 . 

Rappelons encore que, de cette formule (VIli), on tire imme- 
diatement les formules d’addition (VII3) 


Uji ±a) — t{u) qz = i 


p — p a ' 


p{u±:a) — pii = — 


I d 
1 du 


p' uzfp'a ^ 
pu — pa ’ 


dans cbacune desquelles le premier membre n’est autre chose que 
le second decompose en elements simples; nous reviendrons sur 
ces formules dans un Chapitre suivant. 
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397 . Etablissons maintenant requation different] ell e (Vile). 
Nous observerons pour cela qiie toiite puissance entieredep?/ esl 
une fonction doublement periodiqiie admettant le seul pole zero, 
qiii esl d’ailleurs multiple d’un ordre double de Texposant de la 
puissance; le residu de ce pole est nul; par exemple o est un pole 
sextuple pour p‘^ et Ton doit avoir 

p3 ^ G -f- c u 4- -h A 5 r;’ w, 

en designant par A^, Ao, . , A5 les coefficients qui apparaissenl 
dans le developpement de p^u mis sous la forme 


jD 3 zz = AiDb_|-AoD2l-i-.. 
u “ a 


U ’ 


quant a la constante C, elle est ici manifestement egale an terme 
independant de u dans ce meme developpement; en utilisant sen- 
lement la formule (IV3) 






ecrite en tenant coinpte des definitions (IVs), on calcule aisement 
la partie fractionnaire et le terme independant de u dans le deve- 
loppement de p^a; on troiive ainsi 


20 1 6 




...==e_iAlDi - — 

16 20 U 120 


D 5 1 


et I’application de la regie precedente donne 


^ O'-. T 

p3 ii=z ± i — p I/; H pi' IL, 

10 20 120 


En appliqiiant exacteinent la meme methode a la fonction double- 
ment periodique p’- Uj dont le seul pole est encore 0, et pour la- 
quelle ce pole est encore sextuple, on obtient 


p'2 w = _ 



I TV 

— P^^^Fo^ 


En eliminant entre les deux dernieres equations, on trouve 
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398 . Les formules fondamentales relatives a la division par n 
d:^ Fone des periodes se presentent comme d’elies-nn^ines. 


Si, par exenipie, on considere la foncllon 

parallelog'rammc relatif aiix periodes 2033, on reconnaiL cle 

suite qiie c'esL one fonction doublement periodiqne doiit les poles, 
Lous doubles, sonl donnes par la formnle u == 2r oil r prcnd 



ies valeurs o, f, 2, — i ; d'ailleiirs on a 



e:i sorle qne la foroiiile de decomposition en elements simples 
nous donne, en designant par C une constante, 

7; I U I ~ ’ OJ;> j = p U P ^ F'i ( /’ — I , A, 

O’ ) 

d'ailieiirs, si i'on fail lendre u vers zero, on reconnait cie suite, 
sur les developpements en serie, qiie la difference du [premier 
niembre el de tend vers zero; il en resnlte 





et i‘o!2 retombe ainsi, apres avoir change a en — sur la formnle 
rxxi,u d'oii Fon poiirrait dediiire par integralion les formules 
analogues (XXI3) el (XXIo), qiii concernenl les fonctions el o'. 


3 J 9 , De ces formules et de celles qui en resullenl lorsqLdon y 
transpose les periodes 2031, 2033, on pent deduire des formules dc 
iiiukiplication pour les fonctions o', X,, j3. II suffit de repeter cc que 
1 Oil a dit au n‘^ 3 it pour etablir les formules de multiplication re- 
latives aiix fonctions sn, cn, dn. 

Mais on parvient aux memes formules en decomposanl la fonc- 
tion p(;2w) en elements simples. 

Pour simplifier Fecriture, nous poserons 


•2 UtO| ~ 2VCO3 


(Ann 




B . S «« 
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Ell appliqiianl la formale dii n'^ 358, on a 

/i- p ( nu ) — 2 P ( ~~ i — 

CJ-.V) 

En integ'rant, pais passant cles fonclions v aax fonctions i, on ob- 
lient ensiiile les relations 


r 

n 


i'Ci jiiL) = ^2 ? 'i-y) — A « -r- B , 

'P, V) 


^ , A c« -f-| <•'> a'( u — r/.x,v ) 


Dans toutes ces relations les sommes sont etendues a toutes les 
combinaisons [a, v des entiers o, i, a, . . .. n — i; le prodail est 
etendix a ces inemes combinaisons, la combinaison a = o, v — o, 
exceptee. 

La clerniere relation s’oblient d’ailleurs aussi en repelant, sur 
la fonction d{nu), les raisonnements que Ton a fails an n*^ 134 


sur la fonction 


1 — , 01 .}); elie I'esulte an fond d’un gronpe- 
1/1 ' / 

inent convenable des facteurs de la fonction d{nu) decomposee 
en ses facteurs primaires et de rapplicalion de la forniule i \ }). 

Si, dans la derniere relation, on remplace u par ii ^ 201 ^ cl si 
foil fait usage des forniules (Xllo), on voit que les expressions 


2 A co^ n -4- ‘2 A to| -f- 2 B co^ — 2 r , ^ ( 


doiveiit etre, quel que soil de la forme on designe 

un nombre eiitier; on a d’ailleurs 


iJL = n — 1 



fp.V) [2=1 


V = « — I 

V' 2VtO;{ , 

y :zr /I ( /i — 1 ) tOo : 

^ ll 
V=.l 


on voit done, d’une part, que A est mil, et, d'aulre part, que 
Ton a 

B CO ^ -T" fl ( 71 ! ) Wo '0 CC ~ i. 


Si Toil ecrit celte egalite pour a = i eL pour a — 3, oa irouve 
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soccessivementj en faisant usage de la relation j W;j — co j — zi: 

les relations 

•inizd^i — 2 /??iW 3 = =p n{n — i) 

B = =(2 7?^3V;l — 2/?Zrf,3) = ± S(‘27?l3 0Ji— 277210 ) 3 ) 

= — 1)0)2] = — 77(72 — I)rj2* 

On a done finalement etatli les formiiles de mulliplication 

{ I j — z! { nil ) = ( — [)'^‘~^ ^- nin — l ) *^2 o' 12 ^ — • 


1C i 7 


(U^, V) 

t; 2 } n 1 (nu ) = ^ C ( — ^(a,v) ““ ~~ 0 '^ 12 ? 

({2, VI 

(S 7 .,V) 




i i3) n-i 


et Ton a aussi demontre les relations 


fp., V) (p,,V) 

dans toutes ces formules, les sommes sonl etendues a loutes les 
combinaisoQS des indices p., v choisis parmi les entiers 0 , i, 2 , ..., 
7? — I ; pour le prodiiit, la combinaison p = 0 , v = 0 est exceptee. 


400. Si Ton decompose en elements simples I’expression 


fill) — \ — bj) :f( II — bj). . . a'(u — ) 

^ ‘ — — a^). . . c'( w — ay) 



qui, comme on Fa vii au n° 391, represente une fonctioii double- 
ment periodiqiie ordinaire qiielconque de u, on obtient des iden- 
tites interessantes. A.insi, puisque la somme des residus de f{u) 
est nulle, on doit avoir 



7 -=: I 


^(<^7- ^ 1 ) ^ 2 ) ♦ ♦ - l^y) 

(^^7 <2i). ,,cf(^a/^- ak—i) Zi . . cji^a/,: — ciy) 


Pour V = 3, cette relation est identique a la relation (VIL). 
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II. — Les fonctions sn, cn, dn. 

401. Les fonctions 

:f( u ) 

(.03 ) 

^ — 

3^03^ ‘ 3' ( OJ - j 

sont des fonctions doiiblement periodiques de seconde espece, a 
multiplicateiirs i et — i ; les derniers menibres appartiennent 
au type d) (u) dii n° 366. 

Les carres des fonctions q sont des fonctions doublementperio- 
diqiies de premiere espece ; observons qiieles formiiles (LXIIL,n, 4 ) 
ne sont aiitres c|ue des formiiles de decomposition en elements 
simples. 11 en est de meme des formiiles (LXIIL^g) relatives aiix 
fonctions (^0 ^To( ^0? soy (?0 

402. La tlieorie de la decomposition en elements simples des 

fonctions de seconde espece conduirait sans difficulty aux equa- 
tions differentielles que verifient les fonctions S; par exemple, en 
observant que la function admet les memes multipli- 

cateurs que la fonction qiii, n’ayant pas d’autre pole que 

zero dans le parallelogramme des periodes, peuL jouer le role d’e- 
lement simple, et que cette meme fonction Hpo(^O^To(^0 
comme pole unicjiie, le pole double zz=o, on voit qu’on pent 
ecrire 

?^o(w);yo(zO = 

A et B etant des constantes : or, en se rappelant seulement que le 
developpement de qao ( suivantles puissances ascendantes de 

commence par un terme en ^ et ne contient pas de terme inde- 
pendant de u, on voit de suite, si Ton egale dans les deux mem- 
bres les coefficients des puissances negatives de zz, qu’on doit avoir 
A = o, B = — I : on retrouve done ainsi la formule (LXL ) 

lao(^0 = — ^,8 o(w)^To(w), 
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d'oil Ton dediiil immediatement I’equatioa differenlielle (LXII^) 
l( ) = L^a— ^V"i- bao( ^OJ- 

403. Sopposons n impair, Dans le parallelogram me des pe- 
F!ode» de la fonction p(ii | co,, coa), les fonctions ^o« | “•> 

sonl doublement periodiques de seconde espece, 

avec les memes multiplicateiirs zb i qiie les fonctions ?oa (?^)7 
C3y' // 1. Leurs poles et leurs zeros se metlent immediatement en 
evidence, d'ou Ton conclura sans peine leurs expressions sous 
forme de produils rentrant dans le tjpe du n° 389; on rclrouve 
ainsi les formoleSj relatives aiix fonctions H, que Ton obtiendrait 
par hi division membre a membre de celles, relatives aux foiic- 
iions b, qiii iigurent au Tableau (XXVJ). 

La decomposition en elements simples permet d’obtenir, sous 
forme de sommes, les expressions des fonctions 


^ J 

H 

\ 



Wi 

\ 


/ 1 

1 tOi \ 

vja ( 

j OJo 

/I / 


;ao( 

u , 

a 

“7 


(“1 

47’ “d = 

00 Iroiive 

ainsi, en 

particulier et en conservant 1 

es monies nota- 

lions qu'au n' 

“ 129, 








Ls i if 

1 bJi 

? 1 = 

. Lli 

— r.q 

\/ e -2 — 


— 1 V' 
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— Ea 

/ E-> - 
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^ ) 

b03 ' 
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f 
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V 

A n 

n 

-)■ 

( « 

; ^ 

: 

, L0:/j = 


— r-> 

— E 3 

25.. 

■+■ — 

rco,\ 

ll 7 








(n 







O' 

= ^' 0 , 

ri, .. 

• ) — 





Les forniales (LXXXVII,-,) et (LXXXIX.-a) se deduisent de 
celles qui precedent par le passage des fonctions ^ aux fonctions 

sn. cii, dn. 


404. Les combinaisons que Ton pent former en multiplianl une 
fonction ; de I’argument « par une fonction ? de I’argument u-i~a 
sont des fonctions doublement periodiques de premiere ou de se- 
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conde espece; on parvient a des formules inleressanles (*) en ies 
deconiposant en elements simples. 

Considerons, parexemple. la fonclion eile est 

de premiere espece, du second ordre; ses pules, qiiisont simples, 
sont o, — a et les points congruents: le residii relalif au premier 
pole est CaoiV^); on en conclut de suite 

5ao (^0 H- a) -H A]. 

A. est line constante que i'on irouve egale a en ecrivantque le 
second membre est mil pour u — co^. 

Aous recrivons ci-dessous la formule ainsi complelee, et d'autres 
qui s’en dediiisent, eii ajoiitant ou 103 a a 011 a a. Ces formules, 
el celles qu'oii en deduirail en ecliangeant les iettres a et a. don- 
iient les decompositions clierchees de celles des combinaisons que 
Ton coiisidere qui sont de jiremiere espece, 

• ;o:4< —'Ciu a) 

I (€y^ — — ev)Zuy.U(}l^iyJii)zoy,(u-~a) = ‘Cy^ii — ’C^,Ja^a)-~ 

(Cl) / z-fj{u^a) = !:3 u^’CoJu^ a'j — ty^a . 

I sao U'O Sao < “) ^,0y.(/^ -r- a) — Zll tyi' u -r- a I ~ w «. 

c3 '; (('() ;ao ~~ a) = Z ii — ‘Co (u -^aj-r- A- «- 

En tenant coiiipte des relations (EXIII^-n) on voit que la pre- 
miere et la troisieme des relations precedentes peuvent s’ecrire 

C II — J (a a) -h Ca = zoyf^O Jao(u) cao*" u-h a) -i- Ipjci) 

'Cy U — 'ZyXii — a) ~~ Cy^a = (e^— ;a ,3 W z-yi ^ (() — 

Sans nous arreter a multiplier les relations de cette nature, 
rappelons que a) n’esl autre cliose (Vila) €|ue 

— £ £_£ Enfin, on voit aisement que, en faisaiil tendre a 

2 j 3 li — p a ^ ^ 

vers o dans les formules precedentes, on retombe sur les formules 
de decomposition en elements simples (LXIII, , 3^ /,) des foiictions 

405 . En consultant le Tableau (XIIo), on apercoit que le mul- 
tiplicateur de la combinaison ^ (a 4- «), oii ctiaciiiie des 


(’) Voir le Cours de M. Hermite, XXIV® Lecon. 
T. et M. — in. 
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deux fonclioos ; esl affectee d’mdices quelconqaes egaiix on ine- 
gaux. est egal an produit d'aiilant de facteurs egaox a (■— i) qa’il 
\ a, parmi les indices des deux fonclions de nombres o et a. 
!i en resiille qtie si y;, y, /•, x sent pris parmi les nombres o, i, 
3, p et q d’une part, r et s de i’aiitre, etant necessairement 
iriegaux, les expressions ^pq{u) sont des fonclioos 

doiibiement periodiques de premiere espece ou de scconde es- 
|}ece avec les miiltiplicateurs -4- i et — i. Gelles de ces fonclions 
qui soul de secoiide espece sont celles pour lesqiielles les deux 
SYsleoies (p. q), (;•, s) admetlent iin element commun et nn seal. 

Coiisiderons, par exemple, la fonction cc) ou 

les nombres q et /* sont dilTerents entre eux et differents de p, 
et desigoons par s celui des nombres o, i, 2 , 3 qui n’est ni y?, 
]}] y, in r. Cette fonction et celles qui s’en deduisent, soil en rem- 
piacant p par s, soil en echangeant deux des nombres p et q ou p 
et /*, ont les memes multiplicateurs; ces multiplicateurs sontd’ail- 
leurs aussi ceiixdes fonclions ^qr(^^) et D’ailleurs la fonc- 

tion ^pg{u) 4- ct) n’a que deux poles, simples tons deux, dans 
le paralielogramme des periodes; elle s’exprimera done en lb nc- 
tion lineaire de deux des expressions 

^^ 2 )) iqriu -r- Il\)^ 4“ u'.,) , 

les constantes u\^ u., etant fixees de facon que les deux 

expressions clioisies aient leurs poles congrus a ceiix de la fonc- 
tion ::pq\ ii) ^pr{u-r-ci). La mime chose s’applique aux fonclions 
qui se deduisent de la fonction «), en remplaoant 

p pars ou en echangeant deux des nombres /> et y ou y? et /•. 

Dans ciiaque cas, les coefficients des fonclions linealres s’ob- 
tieniient tres aisement en donnant successivemenl a u des valeurs 
qui annuient chacun des termes. 

On doit avoir, par exemple, 

s3y(4/ 4- <ri) = A^oy(^^) 4- 4- a), 

ei Ton determinera les coefficients A, B en supposant successive- 
men t;t 0 , u ( 2 . On tiouve ainsi une serie de formules, 
parmi lesquelles nous n’en transcrirons que trois, parce quo les 
autre-s quand on passe ^IX, ) des fonctions ? aux fonclions d, ne 
iournissent pas de relations distinctes de celles cju’on deduit de la 
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meaie facon des [rols scales formules qiie nous coDservons, savoir: 


(C.) 


= ;3o w 'i':oW — X’jsy ^) 'i':o ~ 
^a) ;oa(?0* i'rJii -i-a) = ;So<^«) — ;:do' 

(^a — ^j3j = (<^a““ ^y) J3a( 

;ay(«) 


De ces formules et de celles qai s’en deduisent par le change- 
men I de u en a, ii serait bien aise de deduire les formules d'ad- 
dilion des fonctions z: enfin on reconnaitrait mieux leur rialore 
et, en parliculier, leur genre de dissymetrie en les recrivant apres 
avoir remplace u par b el u a par — c. a. h. c etant aiors sup- 
poses relies par la relation svmelrique a -f- b -h c = o; mais nous 
laissons au lecteur le soin de developper ces niatieres. 


406. Les notations relatives aux fonctions ipermettent de con- 
denser beaucoiip les formules. Lorsque Ton veut passer de ces 
formules aux fonctions sn, cn, dn, il est necessaire de particiila- 
riser les valeurs des indices a, [3, v, en sorte qiihme formuie ou 
lie figure qu’un seul de ces Irois indices conduit a trois formules 
relatives aux fonctions sn, cn, dn; une formuie ou figurent deux 
ou trois indices a, [3, y fournit six formules qui, a la verile, peu- 
vent n’etre pas distinctes. Nous n’ecrirons ici que quelques-unes 
des formules relatives aux fonctions de Jacobi ; le lecteur obtien- 
dra les aiitres, soil par le nieme precede, soil en ajoutant a I’ar- 
gument les quantites K, zK', K -f- zKh 

Tout d’abord la relation (LXIIIg) donne, pour a = 3 et en rein- 
placant ii par — i 

V^l — ^3 

(e, — e-y)(e. 2 — esj'Js f . “ - ) = — 03— ) 

\V0i — 03/ \\/ei — e:J 


ou, ea tenant compte des formules (LXVIl,), (LXXVIIL) et 

(XXXVIIO, 


ki sn2 u = Ltil — Z'{u). 




On en deduil, pour zz — o, 
Z'(o) = 


I -I- k- 


'0i 


^ K/ei— 63" 


(CIIi) 
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puis 

, Cif^ , A'- sn-z^ = Z'(o) — Z'(zz). 

Comme on a cn^ u~i — sn^ u, cln^ ii=i— A’- sn^ u, on en con- 

cliit les formiiles 

( A-cn-zz. = /t- — Z'(o) -i- Z'(zz), 

' ‘ j (]n-zz==i — Z'(o) -h Z'(zz). 


Si dans ces formules on ajoute K, jK', K + ZK' a I’argument «, 
on oblient cles formules analogues concernant Ics inverses des 
fonctions sn^w, cn-’«, dn^^/ et leurs rapports miUuels; toates ces 
forniules sont, an fond, contenues dans les formules (LXlll). 

De la memefacon, on deduira des relations (XCVll), en j sup- 
posaiil a ~ 3. celies-ci : 

' Z zz i— Z(a) — Z{a^a) = A^ sna sn zz sn ( zz -h zz) 

^ ■ i = — r cnfz — cnzz cii(zz -h cz)] = [dna — cln zz dn (zz-h a) ] ; 

f dort '■ 


puis, des formules (Co), les suivanles : 

so « cn zz dn ( zz -r- zz ) = dn a sn ( zz -f- zz j — cn a sn zz, 

I cn z'z cn zz dn (zz — zz) = dnzz dn zz cn (zz -I- zz ) H- A‘^'- snzz sn zz, 

' " ' j dll a cn u sn ( zz -i- a ) = sn a dn ( zz zz ) -h sn zz cn ( zz -i- a ) , 

^ A- cn a cn zz cn ( zz 4- zz ) = dn zz dn zz dn ( zz H- zz ) — , 


auxquelies il convieni; d’adjoinclrCj outre les formules qui rcsiillent 
du groiipe precedent quand on neglige le premier membrc, cellos 
qu'oii en dediiit en echangeant les lettres u ct a, ct en rcinpla- 
canl siiccessivement u par u — a et a par — a. 


III. — Developpement de pzz en serie entiere. — Expression des 
derivees de pzz et de p(zz — a) an moyen des puissanoes de pzz. 
— Expression lineaire des puissances de pzz an moyen des 
derivees de pzz. 

407. LV*quatioii differentielle obtenue pour la fonction j)z/. 
conduit a des consecjiiences importantes relatives an dcveloppe- 
ment en serie de cette fonction et a I’integration de ses puissances 

entieres. 
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Rappeions tout d'abord qiie Teqaation dilTereniielie (VIIo) per- 
met (11'^ 101) d’etablir la formule reciirrenle 


t r 


r — l 

ir-^ i)c,. = 3 X 


/ 


Ci Cp 


qui, jointe aux expressions deja connues (IX^) de Co el de c.-j, foiir- 
nit aulaiit de lermes que Ton vetil dans ie developpenienl de pa 

I’ " = ^2 2 

r=i 

On reconnait immedialement que la serie qui represenle pit est 
convergente, sauf an point o, pour tous les points interieurs an 
cercle decrit du point o comme centre, avec iin ravon egal an plus 
petit des nombres 2 | o)^j. Grace a la periodic! le et a I'emploi du 
theorenie d’addition, on peut toujours ramener le calcui de pa 
au cas ou le point u est interieur a ce cercle. 

Dll developpement de pit on dediiit iminediatenient celui de 

tu~ — /p w du 

qui converge dans les inemes conditions, et celui de la fonction 
Lranscendante entiere 

It = =r I -u y* ^ II da -i- [f t u c/a] - ^ ; 

les premiers ternies des developpements de pa, 3*^ figiireront 
dans le Tableau de formules. 


408. On voit d’ailleurs, sans aiicim calcui, sur la formule re- 
currente jointe aux expressions de Co et C3, que cliacune des ex- 
pressions est iin polvnome entier en a coefficients 

numeriques rationnels. Parfois, on desire meltre en evidence la 
forme seule de I’un ou 1’ autre de ces poljnomes sans s’occu- 
per de la valeur numerique de ses coefficients; on y parvient fa- 
cilemenl en faisant usage de la formule d’liomogeneite (Ills)* 

Si Ton designe par A un nombre quelconque et par ce 

que devient qiiand on remplace o)|, 013 par Acd^ , Acos, on voit 
immediatement en appliquant cetle formule que Ton a la relation 
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D'aotre part, si I’on designe le polvnome enlier en ^-3, qui 

represente par 

c,.+i = 2 

(a-, as) 

ou ao j 7.3 sont des en tiers positifs 011 mils, od ^sfc un nombre 

ralionnel et ou la sorame est etendiie a im nombre fini de combi- 
naisons des entiers ao, 7.3, on a manifestement 


-2- 

(a^.as) 






X6Xs 


II siiffit de comparer ces deux resultats pour voir que les nombres 
entiers positifs ou mils ao, 7.3 qui correspondent au nombre enlier 
determine, positif ou mil, r verifient necessairement la relation 


2 72 -i- 3 as = 7’ -h I . 


En tenant compte de cette relation, on voit immediatenient 
quelle est la forme du polynome en ^'o, gz qui represente Cr^^, 
Ainsi le coefficient Cj 2 de U'- estdelaforme A + 

ou A, B, C sont des nombres rationnels, puisque la relation 
2 7.2 — 373 = 12 n’est verifiee que pour les trois couples d’entiers 
positifs ou mils 70 = 0, 7.3 — 4 ; 73 = 3 , 73 2 ; a., =: (3, 7.3 = o. 

II va sans dire que ces resultats poiirraient se deduirc sans 
peine, par induction, de la formiile recurrente elle-meme. 


409. All developpement de du^ il convient de joindre cekii des 
fonctions d.j^u, 011, plus generalement, de la fonction transcen- 
dante entiere de 7/, 


y ■ , V ill - 

u, ii^ ) = — — 


• ih) 


iio 


= Ao -h Ai H- . . . + 


A„ - +. 


qui se reduit a d-j^u pour Uo = (0^; la relation 


* r y ( ) cif( u, U p ) q 

/(!(, Ko)L d;i duo 'J~ “P“»> 

dont la deduction est immMiate, fournit la formule recurrente 
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qiii permel d’obtenir aiUant de termes cjae Ton veiii, des que Fon 
ales deux premierSj qiii s'obtiennent directement : on troiive ainsi 

Ao = I, Ai = o, Ao = — p Woj As = — p' lUj, A^ == — 3p- w.) ? • • • '■ 

il ne reste plus qa’a faire pour avoir le developpement 

cliercliej dont on trouvera les premiers termes dans le Ta- 
bleau (XCIH). 

410. En effectuant la division de ia serie qiii represente fui^ 110 ) 
par la serie qui represente on obtient le developpement de la 
fonction 374, sous la forme 

\s>(u u a ■ a. a 

developpement qui estvalable dans les memes conditions que ce- 
lui qui represente d’ailleurs Fequation diHerentielle lineaire 
(n*^ 374) que verifie .A(«, ;/o) fournlt, pour les coefficients y.fi donl 
Findice est superieur a 3, la formule de recurrence 

1 

n in — 3 j ! 


ou les Cr sont les coefficients du developpement de p/:^; Findice r 
ne doit pas depasser la valeur si n est pair, (/z — 27 *) I doit, 

pour/*=^j etre remplace pari. On trouvera dans le Tableau 
(XCIV) les expressions des premiers coefficients. 

411. Le raisonnement que nous avons fait pour p^u dans le 

397 montre en general que ou /z designe un entier positif, 
est line fonction lineaire de pa et de ses derivees, jiisqu'a la 
( 2 /i — on a plusieurs inanieres pour calculer ces fonctions 

lineaires, de proche en proclie. 

Tout d’abord, mainlenant qu’on est en possession du develop- 
pement de p 7 Z, avec autant de termes qu’on veut, on pent appli- 
quer exactement la metbode que nous avons siiivie pour p‘^ u. 
c’est-a-dire la formule de decomposition en elements simples. 


a/2 , 


( /I — •> 1 1 


-T- 2 Co 


^2 C 3 — — . . . -h 2 C/. 

(/L b ) ! 


{n — 4 F 

y-n—’lr 


i /l — 2 r) I 
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On peiil encore iitiiiser cette remarque deja faiLe an 101 ; les 
Jerivees d'ordre pair de pa sont des poljnomes en p?/. Inverse- 
oient I'expressioii de ces derivees permel, comme on le verra tout 
a riieiirCj d'oljtenir, par la resolution d'equations du premier de- 
^-re, les expressions lineaires des puissances de pa an moyen de 
el de ses derivees d’ordre pair. 11 j a done quelque in teret a 
poiivoir pOLisser un pen loin le calcul de ces dernieres; void com- 
ment on pent proceder. 

Si Ton pose pour abreger y =z pa^ on reconnait aisement par 
induction (n° JOl) que la derivee de pu^ que nous repre- 

senterojis par est un poljnoine en y Aq clegre /z -h i ; desi- 
gnons par P^' les derivees premiere et seconde de ce polynome, 
prises par rapport a y. On aura 


d?n 

du 


P' 


du- " I du j 


du ^ ' 


niais on a. d'une part, 


diC- ^ «-t-o 

el, d autre part, a cause des equations (VIIo^?), 

/Vr\2 

on aura done, en remplacant, 

P«-! = [fiy-- p;,; 

cette relation, jointe a celle-ci 


_ r ' 

du- ^ 2 ® ■ ’ 


Pj =Gjk2— 

permet evidemment de calculer de proche en proche les poly- 
nomes P„: on trouvera dans le Tableau (XCVll) les expressions 
de P,i pour les premieres valeurs de /t. 


412. Quand on veut pousser les calculs un pen loin, il cst com- 
mode de les fractionner davantage et de calculer separcraent les 

coefticients de chaque polynome. 
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II siiffil d’observer ceax des polvnoiiies qu'on a caiciiles poor 
prevoir quo P/^ doit elre de la forme 


oil les coefficients sont purement niimeriqiies et oii a;, 

sont des entiers positifs on mils qui satisfont a la condition 


•2 7-2 o ^ /i -r- I : 


il sera commode tout a I'heiire d’admettre que les indices ao, a;) 
peiivent prendre d’autres valeiirs que celles-la, mais cjue, aiors, les 
coefficients sont mils. 

Le fait que le polynome P,/ est ainsi conslitne resulterait d’ail- 
leurs aisement des proprietes cVliomogeneite de la fonction 
p(w; gz)] il nous suffit ici de le regarder comme iin resiiltat 
d’induction : car la substitution de la valeur precedente de P/^, 
dans le second inembre de la relation de recurrence, montre bien 
que la loi se conserve pour P/^^_i , et que dans ce polynome le coef- 
ficient de 

o-a. 0-7;, ^/i^2-2aj-3 73 

2 3 

est le nombre posant 

! — ( ‘2JI 2 — 4^2 — 6 73 ) ( 2 ;i H- 3 

— ( /I -h 3 — 2 72 — 3 73 ) ( ;i -h 4 
/z -r- 3 2 7-^ 3 73 , 

= ( 2 /Z -A- 2 


-472-673) 

2 72 373) — 1 

- 4^2-673) Al/^L|,a 3 ; 


dans cette formiile 70 et 7-3 doivent etre deuK entiers positifs ou 
mils qui verifient la condition 27.0+ 3 a3^/^ -f- 2, etceux des coef- 
ficients d’indice superieur egal a /?, pour leqiiel fun des indices 
inferieurs est negatif, ou pourlequel la somme de deux fois le pre- 
mier etde trois fois le second depasse ^-j-i doivent etre regardes 
comme mils. La relation precedente permet evidemment de cal- 
culer les coefficients du polynome P/^+i quand on connait ceux dii 
polynome elle permet meme de calculer autant des coeffi- 
cients que Ton voudra de en laissant n indetermine; ainsi elle 
donne 

2)(2 7z-f-3) 
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et comme I’ou a A*” = 3 !, on en deduit de sidle 
A^o =( 'A « + 

on irouve aiissi, pour ii plus grand que i, 2 , 3, /[, respectivement 


(2/1 — I j- 2-^. 3 . 5 - 


(a/i-l-i)! 

A'l'l’i _ + . 

( 2/1 + 1 )! “ 2 ^. 5 . 7 . 1 I 


il 3 . AA-ant ainsi forme les expressions de Pi, P 2 , P 3 , ..-,11 
suffira de resoudre les equations ainsi obtenues par rapport a j-, 
1-3. T‘. . . . pour avoir les expressions de ces puissances de pu en 
fonction lineaire de y et de P), Pj, Pa- c’est-a-dire de pu et de 
ses derivees d’ordre pair; on oblient ainsi 


, _ P , 0-2 

IT 


p3 K = L_^ -f- p u - 

^ 3 ! 2-. 3 


p-^ = 


P 


h 3 

• 2.3 


r -2 p , .^3 


p If' 


2 A 3 . 7 ' 


Sur ces formiiles, on lit i mined iatement les valeiu's des inte- 
grales des puissances de pu. On trouvera dans le Tableau (CXI) 
ces valeurs pour les premieres puissances de pu. 


41-i. Mais, quand I’exposant de la puissance de pu est un pen 
eieve, il vaut mieux calculer les expressions directement, sans 
passer par la resolution des equations du premier degre. 

On y parvient facilement en formant la derivee seconde de u 
par rapport a ii\ cette derivee est 


( /I — 1 1 p^”- u p'- ii-~ n p"-i u p” ii 
= n{ II — i) — g.^) ^ (672 


: ‘2 n ( 2 n -f- l)7«+l — — I ) ^37^"“ ; 


on a done 

•j,.' 'i-rl 


T d-{y^) 9.71 — 1 

' _J yll 

2/1(2 /I -r-ij du- ‘ 4(2/1 -HI) 


2(2/1 -hi) 
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el il esl clair qiie cette formule permettra d’oblenir Texpression 
lineaire de aa mojen de r et de ses derivees, si Ton con- 

naiL de pareilles expressions pour ^ • 

Le calcul se fera siniplement en supposant 


yn ^ 


( 2 — 1 ) ! 




. . . -f- - 

( 2 71 — 2 7- I } ! 


dicln~-r—2 


3 ! did 


■ J3 u -f- 


les coefficients etant des poljnomes en ^'3. En siibstitiiant 
dans le second membre de I’equation precedente, on obtienl la 
relation 




(/2n-o.r)Un 

2 77 ( 2 /I -r- I ) '' 


in — I 

4 ( 2 « -+- ') 




2 ( 2 n ■ 




Dans cette formuie on pent donner a r Jes valeurs o, i , 2, 
si I’on convient que les coefficients dans lesqnels Tindice in- 
ferieiir est negatif on est plus grand que I’indice superieiir, doivent 
etre regardes comme mils. Elle permet d’obtenir aiitant de termes 
que Ton vent. esl egal a 1, B'/'^ a o, pour lout entier po- 
sit! f n. 


413 . Si Ton veut fractionner encore les calcids, on constatera, 
SLirles valeurs trouvees, que B^"^ pent etre mis sous la forme 


aa £» 2 3 ; 

(^2,^3) 


oil les nombres entiers ao, ag , positifs ou nulsj satisfont a la 
condition 2^0-}- = /*, et ou les coefficients purement nume- 

riques se determinent par la relation recurrente 




( 2 n — 4 ^-2 — 6^3 ) ( 2 77 H- I — 4^2 — 6x3) 
2 77 ( 2/7 -h l) 


Bgaa 


t(2/7 


4-1) 




2(2/7 -hi) 


Dans cette relation, on donnera a a2, as Loutes les valeurs entieres 
positives ou nulles qui verifient la condition 2ao-i~ Sas^/i i, 
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en regardanl comiiie mils les coefficients pour lesqiiels uii indice 
inierieiir esl negalif ou pour iesqiiels la somme des deu^s indices 
iiifcudeurs, respeclivement multiplies par 2 et par 3, est plus grande 
qoe Fiiidice siiperieiir. 

Celte relation de recurrence permet de calculer Fexpression 
generale d'autant de coefficients que Fon vent; pour tout 

eotier positif/z, est egal a r ; pour plus grand que 2, 3, 
4.0* on a re specli Yemen t 


B 



B'j:i 


2-. 7’ ‘2^. 3.5- ’ 2^5.7.11 


41fj. Aux expressions qui donnent les derivees au 

moven de pu et de il convient de joindre les expressions qui 
donnent, au inoyen de pz^, pa, p'zz, p'a, les derivees — a), 

prises par rapport a zz, de la function p(zz — a). 

La formiile d’addition ( VII3) pent s’ecrire 


p i’ u — a ) — p u 


i (p^ ~ P ^0 pAz -H (p'u -h .p'g) p' u 
•2 


00 encore, en permutant les lettres u et a et en designant par jr 
la ioriction pzz, parj^'-^'^^ sa derivee prise par rapport a zz, et 
par c, 0 ce que deviennent jp, quand on yreinplace u par a, 


liy- 

pi zz — rt) = c -i-- — 


• c) c"-i- ( r'H- c’)c’ 
~~{y--cY 


Le second membre de cette forniule pent s’ecrire 


oil Ton a 


-^\r- 


Ail 

y — c 


A 1,0) 

Ty-cy^ 


W , 

{y — cp ^ ’ 


AjO. = , 




Bl,o) = 


c' 


2 


On voit, par induction, qii’on doit avoir en general 


p-^’(u — a) = 


A^«) 


A(f) 


y-c {y—cf^ 

Bl,") 


0 -r-- ♦ .H- 


yy — cy {y-cp ‘ 


(y ~ 

BW, 1 , 
{y—c )'‘+2 J y ’ 
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et la demons tratioii meme foarnit les formules de reciirrence 

^u-ri) _ __ — c''(2v — i) B:/^' — c-iy i) 

_ (v — 

qiii s'appliquent pour v — o, i, 2 , /^-t- 3, si i’on regarde 

comme nulles les quantiles B dont Tindice inferieiir est plus petit 
que 2 oil plus grand que Pindice superieiir aognienle de 2 . Ces 
formules permettent de calculer les coefficients et pour 
chaciin des indices /?. 


417. Les relations 

T I. , , A'’^' 

- p(«) ('ll — a) — a) = — ^ ^ , 

que Ton dediiit des precedenles et de celies qiii en resultent par 
le cliangement de en — donnent immediatement, par inte- 
gration, les formules du Tableau (CXII), qiii perniellent de cal- 
culer facilement, pour im entier positif quelconque /?, les valeurs 
de I’integrale 

Les calculs sont effeclues pour les premieres valeurs de n. 


418. Quand a est egal a les relations precedentes se sim- 
plifient parce que d est nul; on a aiors 


P(h — co^i) — e^j^y- 


AV” 

r— 


p — = ■ 


(A— 


P 


X , wn-. . 1-2 , G[A'p>]-^ 

( « - 03a) = 2 A^p^-r- 77 -- , 777777 '’ ' ” * 


r — {V— 


en supjDOsant A"'* egal a oej — ^ — eg) (Ca — e-^). 

Dans le Tableau (CXII), le calcul des valeurs de Fintegrale 

dll 


f 


(pii — «a) 


- est effeclue pour les premieres valeurs de n . 
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IV. — Developpements en series entieres des fonctions sn,cn,dn. 
— Expressions iineaires des derivees des fonctions ^5 sn, cn, dn an 
moyen des puissances de ces fonctions. — Expressions Iineaires 
des puissances des fonctions sn, cn, dn au moyen des derivees 
de ces fonctions. 


-419. Coniiaissanl le developpement de p u suivant les puissances 
ascendanles de il n’v a aucime difficulte a calculer aiitauL de 
termes qiie i'oii veiiL dans le developpement des fonctions 

T^i sont des fonctions algebriques simples de pu] on 
n'a qn'a appliquer les propositions etablies dans rintroduction. 
Xous nous conlenterons de donnercjiielques explications a propos 
de la fonclion 


sn li = \'ei — es^os 


^ei—esj / 


Vei — es 


/P 


•— Gi 


; ^'2, gz ~ 


D'apresla relation d’homogeneite (VIII3), on a 

It 


P I 


\V Cl— ^3 

en posant, pour abreger, 


; g-2, g 3 = (et - e3)p(u; 


(^1-63)2 


(ei— 


en se reportant aux formules (XXXVIg,.,), (XXXVII^^o), on a 
d'ailleurs les relations 


- (A'" — i), 




[ei-es)- ' ■" 27 

la relation entre les fonctions sn et p pent done s’ecrire 


p P(«; s-'a) - ^ ^ p(u; S '’. ) + 

En utllisant le developpement de pu et en tenant compte des 



puis 

sn u = u 

on n’a plus, pour trouver le developpement clierciie, qii'a appii- 
quer la formule dii binonie : on troiivera dans le Tableau (XCYI) 
les premiers terines de ce developpement. 

Les poljnoDies en k- qiil figurenl dans le developpement de sn ii 
comme coefficients des puissances de u sont reciproques; cetle 
circonstance resulle de ce qu'il en esl manifeslemenl ainsi dans 
le developpement de 

p(z^; ^3)-: ^ 

a cause des valeurs de g[, et de ^*3. La consideration de ce deve- 
loppement perniet aussi de reconnaitre aisement le degre de ces 
polynomes : le coefficient de est de degre n en A-. 

420. II va sans dire que Ton obtient de la menie facon les de- 
veloppements de cnt^ et de dn^/; on en trouvera les premiers 
termes dans le Tableau (XCVI). On peat aussi les deduire du 
developpement de snu par les formules 

.1 1 

cn = [i — sn- w]-, dn u = [i — k- sii- u]-; 

eiifln, on remarquera qu’il suffit d’avoir le developpement de I’une 
des fonctions cn«, dnt^ pour avoir aisement le developpement de 
I’autre, comme il resulle des formules de transformation relatives 
au cas 3'^ des Tableaux (LXXXg^o)? oii Ton pent supposer que le 
nombre c esl un multiple de 4 ct qui donnent alors 

I = cn i j = dn /ej , dn (^u, ^ j = cn /j j . 

Les memes Tableaux donnent la relation 


/.■ 2 - 




sn pt, =ksn (j_, A'j, 
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qui. joinie k ce qiie le coefficient de est im polynome eii A- 

de degrt* n, met aiissi en evidence la reciprocite de ce poljnome. 

421. D’aiitres melliodes qiie nous aliens indiqaer sommaire' 
ment permettenL de retrouver ces resiiltats et qiielques aiUres. 

Les equations differentielles qiie verifient les fonclions sn, 
cn. dn soul Louies de la forme 

oil a, b, c sont, siiivant les cas, des fonclions conniies de Coj 
uii de A-; les consequences qifon pent tirer de ces equations sont 
tonics pareilles a cclles qiie I’on a deduiles de I’ecf nation difle- 
rentielle que verifie pw, et les details qiie nous avons donnes a 
ce sujet nous permelLent d’etre maintenant plus brefs. 

Les derivees d’ordre pair ‘in de toute fonction qni verilie 
line equation differentieile de la forme 

sont des polynomes en j, de degre 2«-4- i, ne contenant qiic les 
puissances impaires de y. On a, en elTet, en posant 

clln y 

et en admettanl que Oa soil im polynonie en jk satisfaisanl aux 
condilfoo:? eiioncees, dont les derivees par rapport a y sonl 
el O.^, la relation 


~i — Q/; ( ci Y* -f- by- -f- c ) -i- ( 2 ay^ -r- by ). 

Si fors pose 


O., = A.f y ~ A?' 


•A'" . H- 




on troiive 


= : 2 « a;. 1) + (2 + I). 6 A<«> -h (2 + 2) (2 r + 3 ) c A'«), . 

Cette egahte permet de calculer les quantiles A’"' puisque I’on 
connauAC- 2 «, A-‘>=i; doit y prendre les valeurs o, i, 
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2, , . . , /z -f- I ; lorsqae dans le second membre im indice inferieiir 
est negatif on plus grand que I’indice superieor, ia quantile 
correspondaiite est nulle. 

On troiivera dans ie Tableau (XCVHI) les resultals ainsi obte- 
nus pour les premieres valeurs de 

422 . Si Ton vent fractionner les calculs davantage, on obser- 
Yera, sur les premieres valeurs calculees, que est un polynome 
entier en a, c homogene, a coefficients entiers et positifs, de 
degre n si Ton regarde rz, c com me da premier degre, de degre 
a — r si Ton regarde <rz, 6 , c comme etant respectivement des de- 
gres o, 1,2; on pent done poser, si cetle loi est generale, 

(a) = 'y 

'Tl 

les AJ.'y etant des coefficients purement numeriques ; r peut prendre 
les valeurs o, 1,2, . /i; r etant choisi, v doit prendre les va- 

leiirs 0, 1,2, ... jusqua — ^ — ou ^ > suivant que n — /• 

est pair on impair. La generalite de la loi se demontre par induc- 
tion et Ton parvient en meme temps a ia formule 

1 5 = 2 r ( 2 r — i ) -i- ( 2 i )- ( 2 r 4- 2 ) ( 2 r -f- 3 ) A' ; 

r ajant ete choisi parmi les nombres 0, i, 2, . . /z -f-i, 
Y doit prendre les valeurs depuis o jusqifa - — ^ ou - — ^ 

suivant que /z — rest pair on impair; d’ailleurs, dans ie second 
membre, ceux des coefficients ou ie premier indice inferieor est 
plus grand que /z, ceux oii ie second indice inferieur est plus grand 

que ~ - soiit mils, ainsi que ceux dont un indice inferieur est 

negatif. Tons les nombres sont entiers et positifs. 

Observons que la relation que nous venons d’etablir donne, en 
particidier, 

Ktfuo = (2n I) (2/1 -f- 2) = Ai;;A 

d’oii Foil dediiit sans peine 

Ai«l, = ( 2 /z)! A'q% 

T. et U. ~ III. 5 
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Les calcuh se font assez rapidenient, el Ton observe avec un 

pea d' alien lion que Ton a (^) 


Kin] . 
- 


^ ^ A(«) — — 

— -5 ^ *'^2,0 — 




.5_g.32--5.52'^-4-7-'^ 

2^ 


a8.3^'»+20.5-^”-7.7-" + 9-"' 


423 . Si la fonction y est impaire et s’annule pour 11 = 0, comme 
ou sn{u), on a, dans le voisinage de u — o, 


. 1 


yo 


- 


Zjl 
5 1 


en designant par yl,y'„"\ • ■ • les valeurs pour u = o des de- 
rivees d'ordre impair; on a d’ailleurs 

_ O' ^ 

dll du 


et il est clair que, pour u = 0, Q', se reduit a A‘"’ et a y/c ; on 
pent done ecrire 


y = V' t*' 


_i- \f2) 


1 . 2 . 3 . 4-3 


. A<«) 


),+•••]; 


par example, pour y = ioa(i^) 5 on a a — {e-a — e^) {ea.— Cy) ^ 
h = 3 ea, c = i] pour = sn on a a = b = — ( i -f- A’-), 
e = i; on aura done le developpement de ^oa(^^) cekii de snu. 
Pour celle derniere fonetion, les quantiles sont des polj- 


(-) Dans sa These {Annales de VEcole Normale superieure, 2 *' serie^ t. AT, 
p. 265;. AL D. Andre a montre que.quand on se donne arbitrairement 7 ' et y, les 
quanlites sont des fonctions de n definies par la relation 

t = r + y 

MU sont des polyaomes en n, de degre y, a coefficients 

ralionnelS;, qu’il reste a calciiler, tandis que pour chacun des indices t > /•, 
est un poiynome en ii de degre y — t -y- 7\ 

Ce resuitat est deduit de recherclies fort interessantes qui ont perm is a M. D. 
Andre d'etablir Fequation generalrice Ires simple de la s^rie recurrente dont Aj.'^d 
esi le terme general. 
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nonies en/c-, de degre n en k-^ comme ii resukc evideminenl de 
la formiile (a), qiii s’ecrit alors 



(Vi 


il est maaifeste, sur cette formule, que ces poljnomes sont reci- 
proques. 

424. Si y est une fonction paire et prenant pour u = o la va- 

leur Tj coQime cnz^, dn on a, dans le voisinage de u ~ 0 , 

. , Q-2 Qn 

" ‘ 1.2 ‘ ! . 2 . 3 . 4 ‘ * * * ‘ ( 2/1 ) I ■ - • ' ? 

en designant par QijQo? ••••jQ//? . • • ce que deviennent, pour 
j' r j les fonction 3 Qi , Q 2 . . . ; on a, en genera!, 

si Foil se place, par exemple, dans le cas de cnu, on trouve 

(V 

Dans ce cas, les polynomes sont, en A'-, de degre maximum 
egal a n; il en est de meme de Qn ; dans ce dernier poljnome, le 
terme independantde k- est i ; dans la somme '-f-- • --i-AJf •, 

il n y a, en eflfet, que Felement A'^^’ qui contienne iin terme indc- 
pendaiit de A^ terme qui n’est autre chose que Dans ce 

meme polvnome le terme en k-^ fait defaut, cela tient ace 
que Ton a ici a b -y c = Oj 2 a b — i ; en sorte que Fex- 
pression generale {ay-' -I- by- c) -f- (2 ay'^ -h by) de , 
quand on y remplace jk puR i? se reduit a — en designant par 
Q;, ce que devient la derivee de Qn prise par rapport ky apres 
qii’on ya faltj'=:i; comme Q/^ ne pent contenirA- qu’au degre /?, 
il est clair qu’il en sera de meme de par suite, Q/^ est un 

polynome du degre i par rapport a k-, 

425. En resol vant par rapport aux puissances dey les expressions 
des ddrivees d’ordre pair de la fonction y, on voit que les puis- 
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sances inipaires de y s’expriment lineairemeiit en fonclion de y el 
de ses derivdes d'ordre pair; contiendra les derivees jiisqii’a 

Fordre cm : mais il est plus commode de calciiler directeinent les 
expressions de ces puissances, qui sont utiles dans le calcui inte- 
gral: dll nienie coup, on montrera que les puissances d^ordre pair 
s'exprimeiit lineairement au moj'en de y- et de ses derivees. . 

On a, en eilet. 


ji ■ /?. ~ i) ay'^^- 


da- 


— ii-by ’^ — n{ji ~ i) 


el il esl oianifeste que si Ton a exprime y^^ et en fonctioii li- 
neaire de i' et de ses derivees dans Je cas on n est impair, cn fooc- 
tion lineaire de el de ses derivees dans le cas ou n est pair, on 
obliencira par celte formule une pareille expression pour 


i26. Si Ton vent fractionner les calculs, on procedera comme 
il suit. 

Pour le cas des puissances impaires, remplacons dans I’egalite 
precedente /? par 2 /i — i, et posons 




■ 


cr^n-try 




on irouvera ai semen t la relation 


By ' = ^ — (2 ?i — i)’^b ^ — (2 7 ^ — a )2 ( 2 — 3 ) ( 2 ~ i ) c BJ/i-x ^ F 

quK joinle aux relations B''>= —6, permet 

de calculer facilement les quantiles B;"’. L’iodice r doit prendre 
les %a!eurs o. i . 2 , . . . , n ; dans le second membre celles des 
quantiles B^" pour lesquelles I’indice inferieur est negatif, ou 
plus grand que Tindice superieur, doivent etre regardees comme 
nuiles. I! est clair que B‘"’ est toujours egal a i ; les quantites B)"' 
sont des polvnomes entiers en b et en ac a coefficients entieiF 
On Irouvera dans le Tableau (CXIII) les expressions de ces poly- 
nomes, pour les premieres valeurs de n. 


427. Si 1 on veut fractionner le calcui davantage, on observera, 
sur les premieres valeurs de ces polvnomes, qu’ils sont bomogenes 
et du degre /• en b et en ac, quand on regarde b comme du pro- 
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mier degre et ac comme du second. On est ainsi conduit a poser 


les coefficients etant purement nameriques. 

L’indice r etant clioisi parmi les nombres i , 2 n. Tindice*' 

doit prendre les valears o, 1,2,...,- 011 * — selon qiie r est 
pair on impair. La generalite de cette supposition apparait imme- 
diatement et i’on trouve dii meme coup la relation 


1 = 1 ) — ( 2 n — i)-2 _ ( 2 — 2 )2 ( 2 — 3 ) ( 2 — I ) B,.l-;ll_j . 


Pour ce qiil concerne sn?^, on reconnait immediatement qiie les 
poljnomes regardes comme des fonctions de k-, sent reci- 
proqiies. 


428 . On obser vera que, si dans Teqiiation 



ay’^ _j_ ^j/2 c?, 


on remplace y par 


elle prend la forme 



on en deduira, puisque les poljnomes B-"^ ne changent pas qiiand 
on echange les lettres a et c, 


( 2 a ) ! c/j.'— (-'V-M) 




d-lny-l 


-f- B’y 


d-ln-^.y-l 

da^'^-- 


. . -7- 


La meme metiiode s’applique aux puissances paires de y; leiirs 
expressions s’obtiendront en partant de la relation du n"" 42 o oii 
Ton remplace n par 211. 

On Lrouvera dans les Tableaux (CXIII) et (CXIV) les expres- 
sions des integrales 


/ 


y 2 / 2+1 ^11 



deduites des relations precedentes et permettant de calculer suc- 
cessivement ces integrales pour les premieres valeurs de n. 



V. — AppHcation de la transformation de Landen an developpcment 
en serie entiere de la fonction cn. 


429. On peulj conime Fa montre M. Hermite (•), obtenir, par 
one vote tout aiUre que celle que nous avons suivie, les coefficients 
des puissances de u- dans Je developpeinerit de la fonction cii u. 
On sail deja, par ce qiii precede, que dans ce developpement le 

coefficient cn'-"' (o) de ordonne suivant les puissances crois- 

santes de A*-, est de la forme 

cn 2«: (o ; = ( — 1)« [n- -h . . . -i- Aj'Hi , 

oil Af , . . , , sont des quantiles piirement numeriques, 

qii'ii s'agit de calciiler. 

La formule de transformation de Landen (LXXXIL) 


cn 



I — (i -{- A') sn- 


-A' 


dn 


u 

7TT 


va nous permettre d’efFectuer ce calcul pour chaqiie indice //. 
Cette formule est une identite par rapport a u et par rapport a t. 

Si Ton change T en en donnant a a, 6, c, cl des valeurs 

renirant dans le cas 3^ du Tableau (XXo) et pour lesquelles k se 


I ik' 

change en j et k en dz -j- (LXXXj), elle devient 




wm- 


ku 


‘■’"(rar-’i) 



— > 


oil les signes superieurs se correspondent. Le second membre se 
transforme par les formules du Tableau (LXXXe), dcrites dans 


(4 loir Comptes rendus de I’Academie des Sciences, t. LVIT, p. 6i3 et p. 993. 
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ce meme cas S'" pour c — o, en 


, k 


On a ainsi 

(AH-J>^')cn (/~iA* jf/, -r±-^\ = — ^ 7— -5 

L Azzikj cn(u,ki 

on deduit de ces deux relations, par addition, en posant anssi 


k ±. ik' =z 


ridenlite en u et 


cn(e^'^u, j _|_ g/a cn(e~^^u, e-^^) — acosacnfz^, cos a). 

II suffit de developper ckacune des fonctions 

^ cxi( cn(u, cos a) 

par la formnle de Maclaurin et d’eg-aler les coefficients des monies 
puissances de u dans les deux membres, pour obtenir enlre les 
nombres et a la relation 

cos [(2 71 — [)a] -f- cos [(2 77 — 3 ) a] -h A^/^’ cos [(2 77 — 5 ) a] 

-f- cos [(2 77 — 7)a]~... = cos a -h cos^ a 

-T- A^o^^^cos® a -f- . . . A^fi 1 cos-'^— 1 a ; 

les deux derniers termes du premier membre sont 

cos 3 a -{- Aj/!_^i cos a, quand ii est impair; 

A|/!l2 c<^s 3 a + Aj^^^ cosa, quand n est pair. 


On transforme aisement le second membre en une fonction H- 
neaire des cosinus des multiples impairs de a. En egalant ensuite 
les coefficients des cosinus des memes multiples de cc, on obtient les 
relations cherchees 5 on a d’abord = i , puis successivement, 
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en designant par ( ) le coefficient binomial 


n ( n t)...(/2 — A-h-i) 


A,-'- = 

/‘in — 1 '• 

J 

A)fF> 

* “ 2^^ 

{in — 

■ 3) 

.22/1—6 

y 




/ -in — 1 ^ 

\ in) 

(in- 

-3' 

\ . 

^ (O! 

1 — 5 ) - 



3 - 

1 • 

* .yin—* 

{ ^ 

/ 

1 .22/1- 

6 

1 yJ ) 

.) in — 8 

_ j 

in — 1 \ 

A (") 

/in — 

A 


kf- 

H~ 

AV') 5 A,"-' 



‘ .^in-* 

[ n — 

■3/ 



1 . 1 

1 


in — I 

\ on 

-A — 2 

fin — 

3\ 



5.4 ^ 

AV" 3 , 

A./' - i 

/i — I / 



J 

-h . . . -i~ 

1^ 

— - 1 - 
1 .1 

T 


oil Ton doit remplacer par i et on, pour n impair, on doit 
remplacer Findice p par - Findice v par — — ? landis que, 
pour n pair, on doit remplacer Findice p par — ^ — et I’indice v 
par De simples resolutions d’eqiiatioiis du premierMegre don- 

nent ainsi directement, pour chaque indice /^, les valeurs des con- 
slanles . . . . , A)/i\, et il importe de remarqiier, pour les 

caiciils numeriques, que Fon a un precede de verification de ces 
calcLils puisque Fon a equations et — i inconnues seulement. 

Comme on Fa fait observer au n'’ 420, le developpemen I de la 
fonction dn{u) se deduit immediatement de celui de la fonction 
ci 2 (z^). La relation 

sn'(«) = cn{ii) dn(z£) 


permel ensuite d’obtenir aisement le developpement de la derivee 
de la fonction sn{ii), et, par suite, celui d.e la fonction sn(u) elle- 
meme. 

La metliode de M. Hermite ne fournit pas seulement im nou- 
veau procMe pour dresser assez facilement le Tableau (XCVI); 
elie permet d’obtenir aussi la loi de formation des coefficients des 
poKmomes cn^-^^(o) ordonnes suivant les puissances de /i-. 
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VI. — Application anx fonctions de Jacobi de la metbode 
de decomposition en elements simples. 


430. Quand on vent appliqiier directement aux fonctions de 
Jacobi la nietliode de decomposition en elements simples, ce qiii 
permet de relrouver les relations essentielles enlre ces fonctions, 
il convient d’introdiiire, comme element simple pour celles de ces 
fonctions c[ui sont doiiblenient periodiques de premiere espece 
dans le parallelogramme des periodes o, 2 K, 2 (K-hfK^), 2 ^;K^ 
la fonction impaire 7j{a) definie an n^'SlO; elle admet. comme 
pole unique et simple dans le parallelogramme, le point son 
residu relalif a ce pole est i ; elle s’annule pour = o et = K el. 
joiiit des proprietes mises en evidence paries formules (LXXIXo-s) 
c[ui montrent clairemeiit comment elle pent jouer im role ana- 
logue a la fonction en sorte que toute fonction doublement 
periodique de premiere espece dans le parallelogramme considere 
est, a une constante additive pres, une fonction lineaire de quan- 
tites telles que Tj{u — a), 2i{u — b) et de leurs derivees ; les con- 
stantes < 2 , . . . n’etant aiitres que les affixes des poles de la fonc- 

tion consideree, diminuees de fKb 


Ti ^ • 1 -IT I r HUzz) 0', fzz> 

11 est a peine besom de dire que les lonctions ttt”" ’ frV— ’ tt: — 
■r 1 H(zz) Hj(zz; BiUZj 

peuvent jouer le role que nousvenonsd’atlribuer a la fonction Z(iz). 


431. Quand on se sert comme element simple de la fonction 
7j[u)^ il est soiivent commode, surtout pour la determination de 
la constante additive, d’avoir les premiers tefmes du developpe- 
ment de cette fonction en serie entiere. On les obtient aisement 
ail mojen des formules (CII 4 ) en ntilisant le developpement de 
snu. On trouve ainsi 

ir 7/3 

(GII7) z (zz) = Z'(o) ~ - 2/:^ ^ 5T ""• • • • 

432. De meme que Ton substitue aux quantiles 104 , 033 les quan- 
tiles K et K'introduites par Legendre, on remplace, dans lememe 
sysLeme de notations, les quantiles 'o,, r^z par les quantites E, E 
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Goe detinissenf: les egalites 


:;CfI j 


I ('i) 


3 

I ^ 


'Oi 

K[/ei~e-, 


E 

K’ 


/K' — eg 



On remarquera (n° 406) qiie le premier membre de Fegalite (i) 

est egal a Z'io). 

L'introducdon de ces notations perniet d’ecrire la relation (Clle) 
sous la forme 

E 

dn2 zt — — H- Z'( u). 


On en dediiil immediatement, en se rappelant que Z(o) et Z(K) 
sont nuls, la fornnile 


iGHs) 


/■ 


dn-(a, /c) dll ~ E, 


ou I'integrale qui figure dans le premier membre est prise siiivant 
le segment de droite qui va de o au point K. 

Si main tenant on fait la transformation 


— C 03 , — wj, 

qui, ainsi qu'il resiilte des formules (LXKX 3 _ 5 ), donne 

/ = /,•; r =: L = K', L'= K, i^Ei — Eg- — I 

et 

noire derniere formiile deviendra 


i Qlh i 



n2(zz, k')dit = E', 


ou 1 integrale qui figure dans le premier membre est prise suivant 
le segment de droite qui va de 0 au point KG 

Observons que la relation r^^(ng — peat s’ecrire 


]Q3 7U 

K /ei — eg iK'\/ei — eg ~ ^KK'"’ 
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si done on introduit E, E' an inojen des relations (CII,,,). elle 
prend la forme 

(Gils) EK'-f-E'K — KK'= 

2 

c[ai est celle sous laquelle elle s’esfc d’abord presentee a Legendre. 
Relativement an meme parallelogram me o, 2 K, z*K'), 

et pour les fonctions de seconde espece, M. Hermite a em- 
ploye comme element simple, dans une suite d'importantes re- 
cherches, la fonction de u 

H7o) II ( -f- ) 

: 1 1 pau 

H(a)n(u) ’ 

c[iii ne difiPere pas au fond de ia fonction comme nous I’a- 

vons montre au n° 371. Elle admet pour pole unique et simple le 
point o ; le residu relatif a ce pole est i. 



CHAPITRE III. 

SUITE DES THEOREMES GENERAUX. 


i33. Considerons Line fonction doublement periodique (*) dn 
second ordre F(;/) aux periodes 2co,, 2033 et supposons d’abord 
qne ses deux pules h soient distincts; b seronL aassi les 
pules de la fonction doublement periodique du second ordre 
Y u] — F/?/{)); comme t/o ost un zero de cette fonction, son se- 
cond zero sera a-~b — aura F(a-|- b — Uq) — F(z/o) = o ; 

comme ?/o quelconque, la fonction F(?^) prend done les 
memes valeurs pour deux valeurs de u dont la somme est 

a — b. On peut dire encore que la fonction F est 

paire; les poles de cette derniere fonction sont zh — ■; ils sont 
distincts des points 0, coj, tOo, 0)3. La derivee F' -f- de 

cette meme fonction est inipaire et n’admet pas de poles distincts 
des poles de ia fonction F 4- ii^ ; etant impaire et etant finie 

pour u = elle est nulie pour cette valeur; elle est nulle aussi 
pour II = : en effet, les deux quaiitites finies j ^ 

F' j — 03^ ) doivent etre eg-ales et de signes contraires puisque 

la lonction F'{ — {- uj est impaire, et egales puisc[ue 2 cOa. <5St 

line periode de la fonction F'(u), Ainsi les quatre zeros, evidem- 
ment simples, de la fonction du quatrieme ordre F'( sont 

a a b a b a b 

^ 5 ^ - i- 0)2, h tx)3. 


y) Dans toul ce Ciiapitre il ne sera question que de fonctions doublement 
periodiques ordinaires. 
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La fonction doiiblement periodique 

X |^F(«) — F j j^F( ;<,l - F - Wi ) 

est dll liullieme ordre; ses zeros sonfc en evidence; chaciin est 
double, piiisque la derivee de chaqiie facteur s’annule pour le zero 
correspondant; elle admet les memes zeros, an menie degre de 
mill tipii cite C|ue la fonction F'-(z/); elle admet aussi les memes 
poles, an meme degre de multi plicite ; le rapport des deux fonc- 
tions ^{u), est done one fonction doublement periodique 

qiii n’admet pas de poles : e’est line constante; par consequent : 

Toute fonction clouhlement periodique y de la variable in 
dll second ordre, d poles distincts, verifie line equation diffe- 
rentielle de la forme 

ok M, A, B, G, D sont des constantes. 

Soit maintenant r = /(^^) fonction doublement periodique 

du second ordre adrnettant le pole double a. On reconnait, comme 
precedemment, que la function /(a -j- ii) est paire etque son pule 
est distinct des points co,, tOo, oj^; puis, qiie la fonction dii troi- 
sienie ordre /'( n’admet pas d’aiitres zeros que les points a-f- o), , 
a -+ w.j, a -i- CO3 ; par consequent : 

Toute fonction do ah lenient periodique y de la variable in 
du second ordre, d pole double, verifie une equation diffe- 
rentielle de la forme 

^Jii) — G)' 

ou M, A, B, C sont des constantes. 

Telle est, par exemple, la fonction J3z^. II resulte de la que les 
derivees cbordre pair d’une fonction doublement periodique du 
second ordre y sont des functions rationnelles entieres de j', et 
que les derivees d’ordre impair sont egales an produit de y par 
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une foiiclion rationnelle entiere dey. Nous alloiis generaliser ce 

theorem e. 

i3i. Soil a) line fonction doublement periodique du second 
ordre, donl les periodes soient aco^, 20)3 el donl les poles soient 
a. b. Toute fonclion doublement periodique admettant les 

iiiemes periodes qiie ot telle qael’on ait ^{a-\r-b — -a) ^ 

s'exprime ralionnellement an mojen de Le cas oii la fonc- 

tion sf;/) admeltrail un pole double a = h n’est pas exclu. 

Le tlieoreme sera demontre si Ton prouve que la fonction 

oil A el B designent des constantes, s’exprime ration- 
nellemenl au iiioyen de or on peut toujours determiner les 

constantes A et B de maniere que la fonction ^ ’ qui jouit 

des menies proprieles que la fonction ^(^u) et dont les poles et les 
zeros sont respectivement les solutions des equations — B = o, 

^{u) — A=:Oj n’ait aucun pole ou auciiii zero qui coincide soit 

avec a. soil avec 6, soit avec nous pouvons done faire im- 

mediatement cette lijpothese sur la fonction ^{u)* 

Des lors, si a est un zero ou un polede cette fonction, a-\-b — a 
sera im zero ou un pole, distinct de a, du meme ordre de multi- 
plicite; la fonction aura un nombre pair de zeros et de poles ; 
elle sera d'ordre pair 2/1, et Ton pourra representer de ses poles 
parzj, z.. a/2, les autres poles etant a-}- — a, , a-\-b — Zo,..., 

a — b — ; de meme, on representera /^ de ses zeros par , j3o, . . . , 

3 /., les autres etant ^2 -j- ^ — [ 3 , , a + 6 — a-\- b —.[3,2. Si 

maintenant Ton considere la fonction doublement periodique 

^ — ? (5:2)1. • •[?( ^ 

on recomiait qu’elle admet les memes zeros et les memes poles 
cjue la fonction <|)(z/) au meme degre de multiplicite ; elle lui est 
done identiqiie a un facteur constant pres, et la proposition est 
demon tree. 

No tons, en passant, cette facon tres remarqnable de representer 

une fonclion doublement periodique telle que de maniere 

a meltre en evidence ses p 61 es et ses zeros. Le'eas ou (I>(w) ct 
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sont des fonctions paires est particiilieremenl digne d'al- 
tention. 

Les formules (LXXXVn 4 _o), (LXXXIX,_e), (CX,_o,), ainsi 
que les formules analogues que I’on peut elabiir pour les fonc- 
tions et dont Pune a ete obtenue au n® 337, peuvent etre regar- 
dees comme des exemples. 


435. Soil une fonction doublement periodiqiie du second 
ordre. Toute fonction doublement phnodique ayantles 

memes periodes que d exprime rationnellenient au inoyen 

deo[u) et de sa derwee Soient, en effet, a. h les deux 

poles de les deux fonctions doublement periodiqiies 

— u), fdu)= ^ :X7- 

r V / 

jouissent evidemment des proprietes qu’expriment les equations 
f{it) =f{a -~h — u), fiiu) =/i(a ^ b — ii); 
ce sont done des fonctions rationnelles de 'f (w); on a d’ailleurs 

et la proposition est demontree. 

En particLiJier, si Ton prend pour 'f{u) une fonction paire, on 
voit cjue toute fonction doublement periodique paire ^{uX ayant 
memes periodes que 'f (w), s’exprime rationnellement au mojen 
de 'f seulement. 


436. D'apres la derniere des propositions que nous venons d'e- 
tablir, toute fonction doublement periodique aux periodes 2 co^, 
2 est une fonction rationnelle de pz/, p' 

11 importe d'observer que cette derniere consequence resuite 
tres sirnplement de la formule de decomposition en elements 
simples. Soit, en effet, /(zz) la fonction doublement periodique 
consideree, dont nous designerons pour un moment les poles dis- 
tincts par a/, Fordre du pole etant a^. Si, dans la formule 

i=v 

/{u) = C - ai)-~A:pV{u-ai) 

Z=rO 
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So 

ooreoipiace Zj'ii — ai) et ses derivees par Q ^ ’ 

ct les dtddvees de celte qiiantite, qui sont des fonctions ration- 
nelles de pzz et de p'zz, piiisque toiites ies derivees de J 3 zz sont des 
fonctions enlieres de pu et de p'zz, on voit de suite qoe/(zz) 
s'exprime aiissi rationnellement an moyen des memes quantiles; 
en eiTet, apres la substitution, le coefficient de ^ zz est qui 

est mil. La proposition annoncee est elablie. 

II resulle de ce raisonnement et des expressions des derivees de 
pzz an moveii des puissances de pu que, si la fonction doiible- 
ment pebdoJique n'admet dans le parailelogramme des periodes 
(|iie le p«jle zero, lequel est necessairement multiple, elle est une 
fonction entiere de pzz etde p' u. On reconnaitra sans peine qne si 
ce pule unique est d’ordre /z,ainsi que la fonction doublement pe- 
riodiqiie f\ in, celle-ci se metlra sous la forme A + Bp'zz, A etant 

im polynome en pu dont le degre sei'a egal a quand n est pair, 

plus petit que ^ quand n est impair, et B im polynome en pa 

dont ie degre sera egal a quand n est impair, plus petit que 

--- quand n est pair. 


i37. Dans le cas general, en procedant comnie on Ta explique, 
f(u) se met sous la forme 

A -4- Bp'u 
, 


A, B, D etant des poh-noraes en pu. On parvient a cette meme 
forme par iin procede tin pen different qui va nous fournir sur les 
poiyiiomes A, B, D quelques renseignements utiles. 

Xousnous bonierons, pour simplifier, au cas oula fonction /(zz) 
n‘a point de pule on de zero qui soit mil; s’il en est autrement, 
le lecteur verra sans peine les petites modifications qii’il convieiit 
J'apporter a Innalyse suivante. 

En siipposant quo la fonction /(zz) soit d’ordre /z, on pent la 
111 el Ire sous la forme (n° 391) 


^ -{u— ai)a'{a~ a,).,,a'(u~an) ’ 


n n 



A'-l A--1 
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Si 


ou C designe ime constante. On ne suppose pas qiie les iiombres 
ai, a- 2 , . . cifi soient disdncts, non j)las que les nomhres 

•••, bii\ mais les premiers nombres sont necessairenient 
loos differents des seconds. On a alors, en tenant compte de i'e- 

galite (VIIi), 




F(u') 


en posant 
F(u') =(■ 


D = (pu — pai) (pu — pai). . .(pu—pa,^), 

(u — bf). .. z‘( II — b,i) :f ( u ai) . . n Cl,,] 


I)" 


^ u 3"-ai . . . a'-a/z 


F(£^) est une fonction doublenient periodique d’ordre 2 /? , n'ad- 
mettant dans le parallelogramnie des periodes que le pole o; cetle 
fonction F(u) esL done de la forme A-rBp';/, ou A et B sont 
des polynomes en pzz, dont le premier est de degre n et le second 
au plus de degre n — 2 . 


438. Observons que le prod ait F(^/) F( — u). toiijours a cause 
de I’egalite (VIIi), est egal a 



P ) • • • (r — p^n) ( y — pbi).,. (y — pdn ) . 


ouy remplace pu; on aura done 

- ' “ ^ ) D( r — pbi) (y~p b.j. ..(y — p bn 1. 

a, I / 


A?. _ B2p'2 u = A2 — g. 2 y ~ g-^) 

yf Cl I . 


II resulte de la que le poljnome A- — — g-iy — gw) est 

divisible par D et que le quotient, qui n’est autre chose, a im 
facteur constant pres, que (r — p^i) (y — P^ 2 ) • • • 0' — esl 

premier a D. 

Les fonctions y =ipii el z= /( u) — — a cause de la 


relation p^- ii = — gij- — gi^ sont iiees par la relation 

(D^ - Ap - BHAy^^-g.y-g;) 
oil 




A-i— B2(4 j3- 




D 


T, et M. - in. 


6 
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D'apres ce qiie Too vienlde dire, cette relatioD esL enliere; elle 
est du second degre en du degre en enfm, le premier 
iiiembre ii’esL pas divisible par un polynome qiii conlienne y seu- 
lement. Cette conclusion siibsisterait dans le cas ou la fonclion 
fiii) admettrait qiielqiie pole ou quelque zero qui serait mil. 

On observera encore que le premier membre de cette equation 
ne pent etre decompose en im produit de deux polynomes entiers 
en z, saiif dans le cas on B serait identiqiiement mil, c’est- 
a-dire oil serait une fonction paire. En effet, il n’est pas divisible 
par nil poivnome con tenant y seiiiement; il n’est pas divisible par 
im poivnome du second degre en sans qiioi le quotient serait 
im poivnome en y seiilenient; il reste a supposer I'existeiice d’un 
diviseiir du premier degre en dans ce cas, les deux racines de 
i'equation en :: seraient rationnelles en y, ce qui n’est possible 
que si B-(4y^ — g' 2 j' — g's) ^st un carre parfait; or cela n’a lieu 
que si B est identiquement mil. Ainsi, sauf dans le cas ou B est 
nul, le premier membre de I’equation consideree n’est pas le pro- 
duit de deux polynomes entiers en y et i:; il en resulte en parti- 
culier que le discriminant de cette equation, consideree comme 
une equation eny, n’est pas identiquement mil et cpie cette equa- 
tion a ses /i racines distinctes, sauf pour des valeurs particulieres 
ile z, en nombre limite. 

439. Dans leur belle Theorie des fonctions elliptiques ^ Briot 
et Bouquet sont alles plus loin dans la voie ouverte par Liouville 
et out etabii qiielques nouveaux tbeoremes parmi lesqiiels le sui- 
vant. qui est fondamenlal. 

Entre deux fonctions doubLenient periodiques^ adinettant 
les deux periodes 2to<, 2CO3, il existe aiie relation algebrique. 

En effet, si Fon pose 

r =p(^C^i 5 ^ 3 ), P'(a|0)i,t03) 

et si 1 on designe par z t les deux fonctions de u coiisiderees, 
on pourra les mettre sous la forme 


I Z) 
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en designant par A, B, D, -.1-. des polynomes en r. En eli- 

minant y el y' entre ces relations et la relation 

(?) y- = — ^ 3 . 

on obtiendra une relation 

(Y) R(A, ^):3rO, 

qui devra etre verifiee quel qiie soil a. 

440. Inversement, si Fon considere im sjslenie de valeiirs en 

t qui verifient cette equation, il existera on svsteme de valeurs 
r,jKA^ui verifieront ies trois equations (a), (3): d'ailieors, a im 
systeme de valeurs y', qui verifient Tequation (^3), correspond, 
dans le parallelogram me des periodes, une valeiir de u qui fait 
acqnerirap?^, les valeurs yy y: par suite, tout svsteme de 
valeurs de t qui satisfont a Fequation (y) peul elre considere 
coinme un svsteme de valeurs des fonctions t qui correspondent 
a line menie valeur de u. 

Pi. (A, t) est un poiynome en t. II pent etre divisible par un 
poljnome en doiit les racines correspondent aiix valeurs de u. 
qui annulent simultanemenl z\> -r-i^lyy- el 01 ): il peul de meme etre 
divisible par un poiynome en t. Supposons, d'une facori gene- 
rale, que Ton ait 

R(^, t) = o(z) 6{t') t) t)..., 

et designant respectivement des polynomes qui coii- 
tiennent, Fun la variable seulement, Fautre seulement la va- 
riable t, et tJi(-A)? ---j designant des polynomes ir- 

reductibles contenant les deux variables t\ en disant que ces 
polynomes soot irreductibles, nous enteiidons qiie Fun quel- 
conque d’entre eux n’est pas le produit de deux polynomes. 

Quand on regarde dans Fidentite precedente ^ et ^ comme les 
fonctions donnees de ?/, le premier membre est identiqiiement 
mil; le second membre est un produit de facteiirs dont cliacun 
est une fonclion analyliqiie de u \ Fun de ces facteiirs est done 
identiquement mil; en eifet, le produit de deux fonctions analy- 
tiques dont aucune n’est identiquement nulle n’est pas lui-meme 
identiquement nul, comme on le voit de suite en se reportant a la 
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rede de la multiplication de deux series entieres. Or il esl clair 
que les fonctions regardees comme fonctions de ne 
peuveiit pas etre identiquement nulles pnisque, dans le parallelo- 
gramme des periodes, eiles ne s’annulent que pour un nombre fini 
de valeurs de w: c’est done un des polynomes {z^ t), •••, 

qiii s'annule identiquement quand on y regarde z el t comme ies 
fonctions donnees de u] nous ie designerons par Q{z, t). 

Xoiis aliens montrer que tons les polynomes tj*, {z, i), ()b(^5 0 ? ***? 
consideres comme des fonctions de z^ t, sont identiques a t), 
Considerons, en effet, un systeme de valeurs to qui annulent, 
par exemple, le polynome t); R(^05 ^o) est nul; done, d’a- 

pres ce que i'on a dit au debut, ii existe une valeur Uq de u qui 
fait acqumdr les valeurs Zq, to aux fonctions 5 , t] puisque la fonc- 
lion (J(z, t) s’annule identiquement quand on y regarde et ^ 
comme les fonctions donnees de il faut que Q{zo, to) soit nul; 
ainsi, toutes les solutions de Tequation (s, = o verifient Te- 

quation = o. Puisque les deux polynomes C )4 (^, t)^ t) 

sont irreductibles, il faut qu’ils soient identiques a un. facteur 
constant pres. Le ineine raisonnement s’appliquant aux polynomes 
5 * 2 t), . . . , il est clair que I’on pourra poser 

oii V est un nombre entier, et Fecfuation q{z^ t) = o jouit des pro- 
prietes suivantes que nous rappelons : elle est irreductible; elle 
esl verifiee pour lout systeme de valeurs des fonctions 5, t qui 
correspondent a une meme valeur de u] si Ton considere un sys- 
teme de valeurs to qui la verifient, il existe une valeur Uq de ?/. 
qui fait acqiierir les valeurs Zq, tg aux fonctions 

441, Designons par n?, n les ordres respectifs des fonctions 
ioublement periodiqiies t. 

L equation 5^(^, = o, consideree soit comme une equation 

?n soit comme une equation en i, n’a de racines egales que pour 
an nombre fmi de valeurs de t, oa un nombre fini de valeurs de 
puisqo’elie est irreductible. Considerons-la, par exemple, comme 
iue equation en en donnant a ^ une valeur pour laquelle 
equation 5‘(::,, = o n’ait pas de racines egales etqui, en outre, 

>oit distincte des valeurs que prend la fonction quand on y rem- 
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place u par i^uoe des x'aieurs qiii annulenl 11 vaiira alors. daos 
ie parallelogramme des periodes, m valeurs dislinctes de u qiii fe- 
ront acqiierir a r- la Yaleiir Zi ; designons-ies par 11 ^, 112 : .... ii;n. 
et designons par/^. /o? •••' vaieurs correspondantes de i: 

ces dernieres valeurs verifieronl i'eqiialion t ] = o; aocune 

aiilre vaieur de I ne verifiera cette equatiou dont aiiciine raciiie 
n’esl double et dont, par consequent, ie degre en t sera exacte- 
ment egal an nombre des quantiles /o, .... qi-d seronl dis- 
tincles. Eo pardculier. si loiiles ccs quantiles sont egaies, i sera 
one fonclioii rationnelle de Ln raisonnement analogue s'ap- 
plique ail degre en dii poiynome t). 


t soil la derivee 

ecu 

de la fonctioii -5 : on voit tout d'abord qub7 >' a line relation al- 
gebrique entre une fonction doublernent periodique et sa de- 
rwee. Cette derniere proposition, que i'on coiinaissait avant ie 
iheoreme general, est due a M. Merav. 

II est aise de voir c[ue cette relation 

()(-,-) = o 


442. Supposons, en particiilier, que 


est, en d ^ de degre m egal a I’ordre de la fonction Nous inon- 
trerons pour cela que, si deux valeurs incongrues de u font acque- 
rir a la menie xvaleur, elles feront acquerir a d des valeurs diffe- 
rentes. Cela resulte, ainsi que Ta fait I'emarqiier M. Weierstrass, 
de ce que les egalites 


^ ^ = o ^ -'2-U o 

dz dz' ^ ' dz'^ ‘ dz Oz' 



deterniinent sans ambiguite les derivees success! ves d ^ d”, ... en 
fonction de d , pourvu toutefois que la derivee partieiie -d ne 

soil pas iiiille. Si done deux vaieurs z/|, U 2 faisaient acquerir ime 
meme vaieur a la fonction ^ dbine part, a la fonction d de bautre, 
elles feraient acquerir la meme vaieur kd\ a d’' ^ — En designant 
pour iin instant par f{u) la fonction on voit que les deux de- 
veloppements de Tajdor des deux fonclions de f { 11 ^ h) et 
/(zzo-h/i), seraient identiques; par suite, puisqu’il s’agil de fonc- 



3f3 CALCUL INTfiGRAL. 

lions anaivtiques, ces deux fonctions seraient egales pour loiUe 
valeur de h, et. en remplacant h par il—Uk^ on aiiraiL done, pour 
toote valeur de'?/, /( m) ^f{u)^ qui exige que //, -- 
soil une periode; en d’aiUres termes, que les points //j, lu soient 
eongnients, contrairement a riiypothese. 

L equalion ) ~ ^ done de la forme 

. .-i- Z/,i = o, 

ou Zo, Zj, . . Zm sont des polynomes en le premier est une 
coiistanle, puisque, pour toute valeur fmie de^, la fonetion^' (dont 
les pules lie sont pas distincts de eeuxde a une valeur finie , de 

plus, Z.; 72 _i est identiquementnul; en effet est, au signe pres, 

ia somme des inverses des valeurs de d qui eorrespondent a une 
valeur donnee de Designons par //o, . .., Um les valeurs 
de u qui correspondent a la valeur Um pourront 

etre regardes comme des fonctions de et la regie de derivation 
relative aux fonctions inverses montre que Ton a 

dUl dlU dllnt . 

“ XT '' H 'dz ^ 

puisque la somme ?/{ -f- // 2 -r • - • 4- Um est constante, on voit que 
le polynome doit etre identiquement nul (^). 

443. Le tlieoreme du n® 439 admet la reciproque suivante (“) : 

Si les deux fonctions doublement peidodiqiies F(?/), <!>(//), 
admettant respectivemejit les periodes ato^, 2CO3, 2co' , 203^, sont 
llees par une relation algehricjue, les quatre periodes se re- 
diiisenta deux, c est-d-dire qid elles sont des fonctions lineaires 
d coefficients entiers de deux periodes, 

Soit, en effet, 

(^) R [F(i^), = o 

la relation algebriqiie entre F(i^) et ^(?/) ; on en conclut, en po- 


(4 Briot et Bouquet, Fonctions doublement periodiques, edit., p. 90. 

(-) Voyez Jordan, Cours Analyse d VEcole Poly technique, 2® edit., t, 11, 

p. 3^4- 



sant 0 ” — avci).— 2 / 1 ( 0 ^, oli |x. v. n sont des entiers. qiie 

Ton a 

(^) R[Fu/), — o)] = o, 

comme onle voit immediatement en cliang-eant d'abord. dans 
a en u -f- a/?, to^ , ce qui n'altere pas F ( u), puis dans <I>( u -f- a n coj) 
seiilement, u en u — ce qui n’altere pas ^iu'). 

D’ailleurs, on a yii f^) que, si les trois nombres awj, aw', ao)'.^ 
ne sont pas des fonctions lineaires a coefficients entiers de deox 
nombres, on pent clioisir ies entiers a, v, n de facon a rendre o 
aussi petit qu’oa ie veut, en valeur absolue. li en resulte, puisque 
R[F(z/), <!>(?/ — o)] est de%'eloppable en serie entiere suivant les 
puissances de o, que cette quantite, regardee comme fonction de o, 
est identiquenient nulle; si Ton pose u Tegalite 

R.[F (u). j] = o 

sera verifiee, quels que soient u et u' , el, par consequent, quels 
que soient F(?^.) tons les coefficients du polynome en 

F, qui figure au premier membre seraient mils. 


444. Revenons au cas general et reprenons les notations du 
n*^ 439; si les deux polynomes B et ilt) etaient identiquenient mils, 
et ^ seraient des fonctions rationnelles de y et Ton formerait 
sans peine Fequation enlre ^ et t, en eliminant Supposons que 
le polynome B ne soil pas identiquenient nul, on pourra proceder 
comme il suit : 

De la premiere equation (a), on tire et, en portant dans I’e- 
quation ([i), on trouve, comme on I’a vu au 438, 


(?) 




A2 — B2 ( 4 r3 __ ^,1- _ 


cette equation est entiere en et y^ du second degre en du 
en r et elle est irreductible. Des deux ^nations (a) 
on tire, en eliminant y'^ 

cilaB — A lib -r- 

/ \ / — • 


( 1 ) T. I, p. t 47 ~i 48 . 
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le second membre esl line fonction rationnelle en y . Si, cotre les 
eqoations (r) el (Tj) on eliminejK? on formera une ecpiatioii 

Q(-; 0 = 0 

de degre ni en t \ les m racines de cette eqnatioo, qoand on donne 
a :: Line valeiir particuliere, sont les m valenrs qoc prend la frac- 
tion, ralionneile en qoi forme le second membre de i’ec[ na- 
tion (r, }. lorsqidon jremplace j-' par les m racines de I’eqiiation {'Q 
envisagee comme une equation en y. 

Ceci pose, sopposons que Tequation (en l) Q(^, t) =. o n’ad- 
iiiette de racines mukiples qiie pour des valenrs parti culieres de g, 
et soil ime valeur de u qni fasse acqiierir a la fonction ^ une va- 
leiir distincte de ces valenrs parliculieres; soient y^ les va- 
leiirs des fonctions y pour Uq, L’eqiiation Q(^oj i) = o ad- 
met la racine simple i ; d’apres la theorie de relimination, 
les deux equations eojr, (^) et ('/)), dans lesquelles on rempiace 
el t par^o et a’admettent done qu’une racine commune, et cette 
racine commune est necessairement jKo ; cette racine commune 
unique s'obtient par des operations rationnelles ; ainsi y^^ s’ex- 
prime rationnellement en Uq ; le raisonnement s’appliqiiant a 
toutes les valeurs de u, sauf iin nombre fini de valenrs exception- 
nelles dans le parsllelogramme des periodes, on voit que y = pa 
est une fonction rationnelle de ^ et de £; il en est de meme de 

, D^ — A 
d" - g ; 

d’ailleurs toiite fonction doublemen t periodique s’exprime ralion- 
nellement au mojen de y'; done ( ’ ) : 

Si z et t sont deux fonctions doublement periodiques, aux 
pei lodes acoj, 20)3, si z etant d^ordre 7?z, les m valeurs de t 
cjui coj T espondent a une valeur donnee de z sont en general 
distinctes, toute fonction doublement periodique^ aux periodes 
ncos, dexprinie rationnellement au moyen de zet t. 

V) Cette proposition est contenue comme cas particulier dans un tlicoreme 

t relatif aux fonctions 2r fois periodiques de r variables {Crelle, 

t. bd; CEmres, t. II, p. 182 ). 
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44o. Ce theoreme s'appliqiie en parliciilier an cas ou t est la 
derivee cle :: (n"" 442). Ainsi, toiile fonclion doiinlement perio- 
diqiie est line fonction rationnelle d'une fonction doiiblenient pe- 
riodiqiie arLitraire, admetlant les memes periodes, el cle sa de- 
rivee. CeLle derniere proposition, qiu est ime generalisalioii dii 
theoreme de Liouviile dii n*’ 43o, est due a Eriot et Bouquet. 

Si F(zi.) est line fonction doiiblement periodique a periodes 
ncoo, il en sera de meme de la fonction F (// — e) reirardee 
comme line fonction de u] la fonction F(z/-f- e) esl done une fonc- 
tion rationnelle de F (u), F\u); il est a pen pres evident qiie les 
coefficients de cette equation sont des fonctions rationnelles de 
F(e), F'(e)j dont les coefficients ne dependent ni de u ni de e. 
All reste, il ne siibsistera auciin doiitc dans Tesprit da lecteiir s'il 
remarqiie qiie F(z^-i-<^') pent s'exprimer rationneilemenl au moyen 
de p(u-+- r), p'{u 4 - par exemple; cpie, en verta des formules 
d’addi tion (\ Ilg), ces ejuantites s’expriment ralionneliement an 
moyen de pu, pc, p-ii, phy et qu'enfm p?/, p^ u s'expriment 
rationnellement en fonction de F(;/.), F'(^/.); tandis qiie pe, p^P 
s’expriment rationnellement en fonction de F(e), F' (F). d'apres 
le theoreme precedent. Ainsi F(z/4-r) s'exprinie rationnelle- 
ment an moyen de F(?q), F(c), F^(c). 

En prenant la derivee de cette fonction rationnelle par rapport 
a u et en tenant compte de ce qiie la fonction doiiblement perio- 
dic[Qe F^'[u) s’exprime elle-meme rationnellement an moyen de 
F{u)^ F^(w), on deduit du theoreme precedent que la fonction 
Fdj^ -f- 0 ) est elle aiissi line fonction rationnelle de F (zz), F^(zz), 
F(e), F^(c^). Il en est de meme des derivees de tons les ordres de 
la fonction F(zz: 4 - 0 ). Les memes resultats s’appliquent dAilleurs 
a la fonction F (zz 4 - e- 4 c), one designe ime constante quelconque, 
puisque F(zz 4 - (^ 4 - c) est une fonction rationnelle de F (ii -j- p) et 
de F' (a 4 - ^’)* 

446. Si x = F{u) est du second ordre, sa derivee F^(z/) est 
egale (n^433) ala racine carree d’un poljnome f{x) du troisieme 
oil du qiiatrieme degre; si Ton pose en outre jy = F( p), F(p^), 

on en concliit que, si zz, p, pp sont liees par la relation 


zz -f- p -f- (V = c, 
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Oil e esl uiie constante qiielconque, ^ et y'"/ s’exprimeiit ra- 
tion neliemen I; en fonction de x, \//{^)-> JK, G’est encore 

on cas particiilier du ceiyare llieoreme d’Abel (^); il se rediiit, 
pour u = o, a une proposition due a Euler, sur laquelle nons 
reviendrons an Cliapitre IX, proposition qai a ete le point de de- 
part des principaux travaiix des Geoinetres qui ont fonde la tlieorie 
des fonctions elliptiques. 

417. Ptevenons au cas general on F(^^) estd’ordre qiielconqiie. 

Comiiie F'(w), F'(e) sont lies a F(z^), F(e) par des relations 

algebriques 

g[F(u), r{ii)] = o, F'(r)] - o, 

on conclat, du tlieoreme demontre au n° 445, qu’il j a une rela- 
tion algebrique 

H[F(zi-hp), F(p)] =0 

entre F(« — p), F(^^), F (p), dont les coefficients ne dependent 
pas de ii el de p. 

Quand une fonction F(l^)joiiit de cette propriete, onditqu’ellc 
a un tiieorcnne algebrique d’addition. Toute fonction doubleraent 
periodique Y[a) a done im tlieoreme algebrique d'addilion. 

Quand une fonction F(^^) joiiit de la propriete qne F (^u -f- p) 
est line fonction rationnelle de F(zQ, F(p), F^(zQ, F^(p), on dit 
qirelle admet im tlieoreme algebrique d’addition univoque. Tou te 
fonction doublement periodique F(zz) admet done un tlieoreme 
algebrique d’addilion iinicoque, 

418. II convient de rapproclier des tlieoremes que nous venons 
d etablir d'autres tlieoremes qui peuvent etre regardes comnie 
leurs reciproques. La demonstration de ces tlieoremes repose sur 
des propositions de la tlieorie des fonctions que nous avoiis voulu 
eviter. Ce sont eux qui servent de point de depart a Pexposition 
magistrale de la tlieorie des fonctions elliptiques que M. Weier- 
strass a donnee dans ses Cours a FUniversite de Berlin (-). 

La fonction analjtique la plus generale, ayant un tlieoreme 


(^) CEuvres, t. p. 145 (nouvelle edition 1881). 
(-) Schwarz, Formulesj etc., n®* 1, 2. 
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d’addidon unwoqiie^ ne pent etre qii'une fonctioa analjllque iini- 
voqiie se comportant aux environs de Lout point flni comrne ime 
fonction ralioniielle : elle ne pent avoir, dans ime region finie 
cjuelconqiie dii plan, qii’iin nombre fini de poles; elle ne pent 
prendre, dans celte region finie quelconque dii plan, qu'im nom- 
bre fini de fois une valeur determinee arbitrairement fixee. On en 
conclut qii’elle ne pent eLre qu’une fonction rationnelle, on ime 
serie entiere, on le quotient de deux series entieres. On demontre 
d’ailleiirs qiie, dans ces deux derniers cas, elle est necessairement 
periodique: mais ies fonctions univoques periodiques ne peiivent 
etre, comnie nons I'avons montre (n^ 83 ), qiie simplement ou doii- 
blement periodiques. 

Les fonctions doublement periodiques ont toutes un tlieoreme 
algebrique iinivoque d’addition. Pielativenient aux fonctions sim- 
plement periodiques ayant iin tlieoreme algebrique univoque d’ad- 
dition, on demontre qu’elles sont des fonctions rationnelles de 

nui 

, ou 03 est une constante; d’ailleurs, les fonctions rationnelles 
de u ont evidemment un theoreme algebrique univoque d’addi- 
tion. Ainsi, les fonctions analjtic[ues de ayant un theoreme al- 
gebrique univoque d’addition, sontles fonctions rationnelles de ii^ 

71 TT i 

les fonctions rationnelles de ^ ^ et les fonctions doublement pe- 
riodiques, lesquelles sont des fonctions rationnelles de pu et de 
p' u construites au moyen de peri odes convenablement choisies. 

Plus generalement, on demontre que toute fonction analjtique 
qui admet un theoreme algebrique d’addition, dans le sens qui 
a ete explique plus haut, est une fonction algebrique de u, ou une 

7C ■71 £ 

fonction algebrique de e “ , ou encore une fonction algebrique de 
la fonction pic construite au moyen de periodes convenables 203J, 
2(03. 
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I. — TLeoremes d’addition pour la fonction pz/. 


-449. Xous avons rencontre, a plnsienrs reprises, les fo: 
relatives a V addition de Fargument dans les fonctions d 
iiienl periodiques. Nous aliens maintenant nous occiipe 
specialement de cette question. 

Ptappelons d'abord les formules (VII3) etablies a noiivi 
n-’ 396, et d'ou I’on deduit immediatement les relations 


.ClUi 


(Cni; 


* u -r a ) ~ Z ( n — a) — 2Z u ■ 


P u 


p u — j3 a 


( ic — a) — Z(u — a) — 2 'C, a ■■ 


■ P ^ 


pu~-pa 


^CllU) 


i ■ \ . X — p" f P O' — P a 

I p — a) -r- pi — a) — 2 pu= !i — 


I X) >' It ™ a ) — ]) f ii 




- p ii p a 


(pii — pay^^ 

I =[p(u — a) — pa 
La qiiantite 


pa 2p'ic 2 pu—pa 
pa — pii _ p" a 
p'a ~^2p'a 


pfu-r-a)~p{u-a)= ^_P r p ^ - p -h p-^ - p- .. (p - 

(pa — pa)^ 


est symetrique par rapport a u et a, et e’est une fonction 
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de u et de a] le second membre doit poiivoir se mellre sons line 
forme qui mette ces proprietes en evidence*, en exprimant tout 
en fonctioii entiere de developpant et rediiisant, on Irouve, 
poor le numerate ur du second membre, 


on a done 




(p^^ -h p^) (‘ipapu - Y ,^2 ') — 
(pzi — pa/- 


Cette equation, avec la seconde des equations (CIIL), conduit 
iminediatement an resuitat suivant : 


(Cllli) ■ V^ )(^yupa — \gi) — 

•2(p^4 — pa )- 

Le lecteur etablira sans peine, au moven de ces formiiles, les 
relations ( ‘ ) 


(GUI) 


(5) p (It ih a) pa = 

4 \ P M — .)’ « / 

pitpa-i- ^)V^3(pit-^pa) 


(6) p(it-;-a)p(it — a) = 

puis la relation 


p(it-f-a) = 


(pit — paj2 

apitpa-f-^) -H2 o“- 3(P It -I- pa) 
{j>u^pa)(ipupa — lgi) — gz=p-p'up'a' 


qui, pour u — a, donne 

(p^IH-^) -f-2.§-3PIt 

(GUI 7) p(2it)=- i— 

p - ct 

Ainsi pu est une fonction rationnelle de p ? done aussi de 

p(^) ou m est iin entier positif qiielconqiie; e’est la im cas 
particulier d’lm tlieoreme qiie nous etablirons dans le paragraplie 


(‘) Kofr Schwarz, Formules et propositions pour Vemploi des fonctions 
elliptiqueSj traduction de M. Fade; article — C’est a cette edition francaise 
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I. — Tlieoremes d^addition pour la fonction pif. 


449. Nous avons rencontre, a plusieurs reprises, les formiiles 
i-elalives a Vaddition de rargument dans les fonctions double- 
ment periodiques. Nous allons maintenant nous occuper plus 
specialement de cette question. 

Rappelons d'abord les formiiles (VII3) etablies a nouveau an 
n*^ 396, et d'ou Ton deduit immediatement les relations 


(ClUi) 


.•'CIII.I 


» t z/ -T- <rn ™ wi «■ — a) — 2Zii = — •, 

pit — pa 


I \{ iL~ a) — — — 

I ci)-^p{u — a) — ^pu=:. 


— ,p a 


pu — pa 

p'- It — It ( p u — p a ) 
{pii — pay^ 

I , , , , — p' ;« p' a 

P',u-i-a) — p(u — a)= — i 1 — 

(pu-pay- 


.CIII3) < 


u I ^ r 


p a ap a 


La quantile 

p(i,--a)—p(u — a)= a.P » (.P — ,p g)~^ + p'2 u — p" u (pu — p a ) 

(P“ — Pal- 


est symetrique par rapport a u et a, et c’est une fonction paire 
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tie a et de a \ le second membre doit poiivoir se nietlre sous one 
forme qiii mette ces proprietes en evidence: eii exprimant tout 
en fonction entiere de pzi, developpant et rcduisant, on Irouve, 
poor le iiiinierateur do second membre, 

2p a ^ 2p2a p it — I ^2P — I ^o D Cl — ^03 ; 

on a done 

( p u— -pa f 

Cette equation, avec la seconde des equations (CIIL), conduit 
immediatement au resultat suivant : 


(CIIC) 

•2(pit — pa )- 

Le lecteur etablira sans peine, au moyen de ces formules, les 
relations ( * ) 


(GIU) 


(5) p(!tzha)H-pM^-pa= P “ 

4 \ p U J) Cl 


(6) p(ifH-a)p(K — a) = 

puis la relation 

p{u-\-a) = 


(ptip« — P«) 

-h2g-3(pu-i-pa) 


(p u-hpa) (ap !t pa — i ^2) — ^3 p' a p'a ’ 
qui, pour u — a, donne 


(C1II-) 


p{2U ) = 




•^.^3PZi 


P'- u 


Ainsi J3 a est une fonction rationnelle de p ? done aussi de 


p(— ) ou 771 est iin entier positif quelconque ; e’est la im cas 


particolier d’lm tlieoremeque nous etablirons dans le paragrapln 


(') Pon* Schwarz, Formules et propositions pour Veinploi des fonctions 
elliptiqiies , traduction de M. Fade; article 1:2. — C’est a cette edition francaise 
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suivanl. En faisant a ~ a dans la formiile (Cilia), on a immedia- 
tenient celte seconde expression de p (2 w), 

(Cni::^ p(2w)-:-‘2pi^= - ^7^^- 


4d 0. Si Ton pose, pour abreger, 

.r — p ( u — a I , r = p u , 

on pent ecrire les relations (GUIs), (CIII5), (VII3 ) 


1 u — j) a 

2 pii — pff ' 


(.^ — P^)(j — P^) = - p"a — zp'a, 


■p«, 


en eliminant^' et r entre ces trois relations, on a 

z*— 6 z-^pa-~Jizp'a -h gp^-a — 2p"a. 


/dz 


Nous savionsdejajparle tlieoreniede Liouvine(n°433), qnetoute 
fonction:: doiiblement periodique dii second ordre de la variable 1 / 

\erifienne equation differentielle de la forme 

f(z)est un poijnome dii troisieme 011 dii qiiatrieme degre en i;; 
nous connaissons maintenant la forme particiiliere de ce poly- 

noine pour la fonction ; cette forme nous sera 

, , 2 pu~pa 

utile plus loin. 


451. Considerons la fonction de ii 

IT pu p'u 
f P^ P'(t , 
j pb p'b 

oil a et b sont des constantes. 11 est clair que f{u) est une fonc- 
tioo doiiblemeoi periodique dii troisieme degre et que o est un 
pole triple, saiif dans le cas ou le coefficient de pUc s’annule, 
c'est-a-dire saiif dans le cas ou Ton a 

(inodd. 2 0)1, 2 C03); 
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excliions ce cas pour le moment; la soiiime cles zeros dans le pa- 
rallelogTamme des periodes doit elre congrue a la somiiie des 
poles, c’est-a-dire a o; puisque a et h sont des zeros distincts, il 
faiit que le troisieme zero soil — a — h\ on en conclut Fegaliie 
importante 

I f p(/z-e-6) — I 

(GUIs) ! I pa p'a | — (j, 

! t P'^ i 

oil, si Ton veut, le tlieoreme equivalent : la congruence 


entrain e Tegalite 


a h ~ c ~ o (modd. ) 


I pa p'a 
[ i')’ h 

I pc p'c 


— o. 


Cette egalite subsiste evidemment si Ton z h^c\ elle ma plus 
de sens si I’on suppose b = — c, puisqu’il faudrait alors c[ii’on eut 
a = o, en vertii de la congruence siipposee. 


452. Observons encore que, d’apres le 391, on peut ecrire, 
en conservant a f(^u) la signification dii precedent niimero, 

^ ^ etc a — a\^{u — h') :f( u a h ) 

fi^ic) C — , 


poLirvLi qu’on n’ail pas a = ±b; on determinera la constante C 
en egalant les coefficients de — dans les deux iiiembres develop- 
pes siiivanl les puissances ascendantes de a, savoir : 


— 2(pb~pa)^ — i 


o' ( a -h fj ) ( a — //) 

o'- a 3 "-^ 


pour le premier, et 


G^'a a'b z'( a -T- b ) 


pour le second; on en conclut la valeiir de C et la relation 


I pu p'u 
I pa p'a 
i ph p'b 


3^ ( a — h '):^( ii — a):f(u — b ') '^( u a h) 
a b ic 
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II esl bien aise de vebafier qiic cette identite subsiste dans le cas^ 
que noire dcnnonstration exclat, oii a serait congra a Z?, moclulis 
aojj, 20J:>. Si, (Ians cette identite, on suppose a = cOj, Z> = CO3, en 
se rappelant que Ton a (Vlli) 


-p(Oi-. 


o' (oil — 0J3 ) o' Oio 
: , 

O'-COj o'- (03 


il vient 


If f u — CO 1 ) :f (u — 0J.2) ) 

f to I fiO.2 o (03 (f'^ U 


C'est de cette egalite qu’on a dedait, an n^’ 98, requation diffe- 
rentieiie a laqiielle salisfait la fonction pit. 


-453. Si Ton a 

a b — 

C ~ 0 

(modd. 2c0i, 20)3), 

e determinant 

I I pa 

p'a 1 



> 

p'b j 



i I pc 

p'c I 



est mil: si done on exclut le cas ou Ton aiirait pa=^pbz=pc^ il 
existe deux nonibres ( ^ A, p., tels que Ton ait 

I p'a = Xpa jU, 
p'b—lpb — ii, 
p’c =Apc 

D'ailleurs les couples de quantiles p'a^ pa; p'l?, pi?; pc, pc, 
mis respectivement a la place de X', X dans I’egalite 

r^ = 4X3_^,x-^3, 

verifient cette egalite. Les quantiles pa, pi?, pc verifient ainsi 

Tequation 

( A X -r- lJ.y = 4X3 — X — ^3 ; 

si done, comnie nous le supposerons dans la suite, deux de ces 
quantiles ne sont pas egales, on aura identiquement 

4 X* - A':^ -f. 2 }. .X ) X - (^3 -H ,a 2 ) = 4 (X - p « ) (X - p 6 ) ( X - p C ), 


( 0 I'ozr Halphen, Theorie des Fonctions elliptiques, t. I, p. 3 o, 
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c’est-a-dire 

( = I 7^ 

(/^) I P^pc-^-pcpa4-pap6= -- 

( papbpc 

En rempiacanl dans ces egalites a et u. par leurs valeurs lirees 
des equations (a) qui donnent 

/rnr ^ — ^ p'a-p'b 

^ ' pb — p c pc — j3 a p a — pb 

_ ]) b p'c — pep' b _ p cp/a — p ap'c _ pap' 6 — pbp'a 
,j_ _____ _ pc — pa ~ pa. — pb 


on obtient tine serie d' identites qul toutes seroiit des consequences 
de la congruence 

a b -i- c ~ o ( modd , 2 03 i* 2 033 i. 


et parmi lesqiielles figurenl en premiere ligne celles-ci 


^ I /p'b — p'c\'^ i 

p,, + p6 + pc = -(^^^-^.-- 


p g - p r 
pc— p^^ 


=K 


p^a — pv^ y 
pa — p6 / 


c|iii equivalent evideniment a l egalite (Cllisjj dans laqiielle on a 
pris les sigoes superleurs. 

On a suppose que deux des quantites pa, pb, pc ivetaient pas 
egales. En tenant compte de la continuite, on voit de suite que si 
Ton suppose deux de ces quantites, mais non trois, egales, celles 
de ces egalites ou ne figure pas iin denoniinateiir nul devront sub- 


sister. 

Si f on elimine 1 
a fegalile 


(cniio) 



et p entre les trois equations (|5), on parvient 

pc-hpepa-i-papb-^'^j 
( 4 papbpc — ^ 3 )(P^ pb -i-pc), 


qui est encore une consequence de la congruence 

a-i~b-hc^o (modd. 2W3), 


et meme des diverses congruences 


T. et M. - III. 


a zb Z> ±; c = o 
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l.iiis.-fiie les deux membres ne cliangent pas quancl on y change h 

Oil c en — ~ 6 oil — 0 . 

ioL Nous nous contenterons de oiler les relations siiivantes, 
que le lecleur elablira sans peine en se reportant an type le pins 
uenerai d'lme fonction doiiblement periodique donne an n^^ 391 
el aux fornuiles (Cillio); (Vll,), relations qiii onl iico quels quo 
soieiil a, />, Oj 

, I p a p h p c — .^- 3 ) ( p a -hpd-j- pc) 

~ ( ]3 d p c -- 13 c p a -h p a p b -h — 

::( a -T- h -i- c ) ( a b — c) :f (a — b -p c ) o' ( — a b -h c) 

a :^’^b c 

I _,p^__pc )2 [pa — p(^ -hc)] [pa—p(b — c)] 

I „t'pc — pa_)-2[pZ> ~p(c — p(c — ^01 

” — (pa — j) b )- f p c — p ( a -h b) ] [p c — p ( a — b )] . 

Signalons aiissi I'egaiile 

p'g — p' b p'c — p'd _ p ' (a -h b) — p'(c -h r/) 

p a. — ]3 b ' pc — pd p (a-hb)— p ( c h- c/J 

p'a — p'c ^ p'b — p'd p'(a -j- c ) — p'( b -4- d ) 

pa — pc ' pb — pd ‘ p(;a-+-c) — p(6-+-<:i?j ’ 

qiii a lien quels qiie soienl a, b, o, cL Elle se dMiiit immediate- 
ment de iddenlite que Ton oblient en rempiacant chaque fraction 
par la diflerence des fonctions ^ a laqueile elle est egale, d’apres la 
premiere des fornuiles (Vlfs). 

ioo. Nous aliens (‘) maintenant etablir le theoreme general 
dont les egalites (0111-,), (GUIs) sont des cas particuliers. 

Si i'on pose 




I P «0 

p'lH . 

•• ,p'"->'ko 

/oU^O: Ui, .. 

■ • 5 Ihi ) = 

I pa-i 

P'«i • 




I ihi 

]^'Ua . 



et Si i'on regarde cette fonction comme line fonction de elle 




(q Voir Kiepert, Journal de Crelle, t. 76, p. 21. 
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ii’admeltra dans le paralielogramme des periodes qir lui seal pule, 
le point o, etce pole sera d’ordre /? -p- i ; ce sera done line fonc- 
tion doiiblemenl periodiqae, d’ordre /? -h i , si toulefois, comme 
nous le siipposerons d’abord, le coefficient de que Ton 

pent represenler par ( — U/p, ii'esL pas mil : 

‘ V ^^fi) est nn determinant de meine nature que /V 
Ce determinant /q, regarde comme line fonclion de a iin pule 
unique dans le paralielogramme des periodes : ce pole est congrn 

a zero; le coefficient de — dans le developpement suivanl les 
puissances ascenclantes de Gst 

(— ihi ): 

Uti sont R zeros incongrus de /o, le {n zero esi 

done — -1- ^/2-r« • • -T- Un)^ Gn supposant que cette quanlite ne 
soil pas niille : par suite 391 ), on pent ecrire 

. . . — — 

Un) = ^-0 — ^ ^ ^ ^ 

66 ,) 

C() ne dependant pas de \ on trouve la valenr de en egalanl 
les coefficients de -7^ dans les developpements des deux mem- 
bres, sulvant les puissances ascendantes de ?/0 5 on obtienl ainsi : 

_ J — Un) :f(Ui Up)- Un) Kj s-. . , — up . ^ 

^ ^ ■ 3^/6-+-! ii^ o' ZO • • • ^ ^ ^2 -r- . . . -T- u.^ ) " ^ ' 


en traitant le determinant /, de la meme facon que en conti- 
nuant toiijours de la meme facon et en observant que Ton a 

_ I I ,p(n,i_i) j _ ^ ( a, I — Uu-i) ( Un Rn-\) ^ 

i I p(n/ 6 ) 1 


on obtient line suite d’egalites qui, miiltipliees membre a membre, 
donnent 


(cniia) /o = (-IyMl2!..,/^! 




ns I 


Uq o'"-*-! 


Ui.. 


oil le produit est etendii a tons les sjstemes de nonibres (a, p) 
formes par cliacune des combinaisons des nombres o, i, 2, . . n 



1 C'O 
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pris deux a deux, dans lesquelles le premier nombre est toiijonrs 
superieur au second. A la verite, cettc demoiistraLion suppose 
qiraiiciiRe des sommes a2-\- •••■+■ Urn ^<^3 -!-•••+ Un^ •••, 

Uii^h— Un^ n’est congTue a zero modulis 2co,, 2CO3; inais la 
consideration de la conliniiite montre que la formiile doit siib- 
sister. pourvu qii’auciin des nombres Uq^ U\, 11-2^ • • Ua ne soit 
congTU a zero. 

II. — Multiplication pour la fonction 

456 . La formule precedente pent se transformer en siipposant 
que quelqiies-iines des quantiles z/o? m u,i tendent vers unc 

meme limite : nous supposerons par exemple qu’oo y fasse 

= u.^ Ill = u h, . . . , u,i = It -i- nh 
et que A tende vers zero. 

Observons d'abord que si Ton considere un diHerminant dans 
leqiiel les elements d’une colonne sent ^o, Un-) on pent 

remplacer ces elements par les differences 

ClQ, 

til— ao, 

cu — 2ai-{- a^, 

n n( 

^02 — P e Yir— . 4- (— 1 )'' ao, 

pourvu qu'on fasse la merae chose sur les aiitres colonnes; si Ton 
effectue cette transformation sur le determinant/o et si Ton re- 
marque que Texpression 

11 

^ iu nh ) — ~ o [ -t- ( /I — i) A ] 
n{n — \) 

-- _ 2i)AJ -H. . . -f-( — 

developpee suivant les puissances entieres de h, fournit comme 
premier terme on voit de suite que le premier terme du 

developpement, suivant les puissances de A, de 

w 4- A, . . . , w 4- /zA), 
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1 1*1 
sera le produit de A- 

par le determinant 



p" a 

. . p^"^ u 

P = 


p'" ii 



U 




D’lm aiUre cote, le second membre de Tegalite (Cllbs), si Ton 
ne tieiit pas compLe dii facteur numeriqiie qai est en avanl, se re- 
duit a 

a ( iL -f- A) {u ' 2 k') . . . ( u -j- nh) ^ 

et si Ton remarqiie qae la limite, pour Ji = o, de 

g''^-K‘ 2/0-. .cr'f/iA ) __ cr'/qA) ^ , 

“ ~lv^ (2hy^-^ alT ^ • 
h 

est evidemment egale a i ! 2 on voit que, en egalant dans 
les deux, niembres les coefficients de la plus basse puissance de A, 

on obtient I’expression de ; apres avoir change ii en 

ri — I, nous ecrirons le resultat sous la forme suivante : Posant 


(CIV.) 


G'( Jilt) 

ti-'-iuY 



on a 







p'u 

p" a 


(CIV,) ^ 


p"« 

p'" u 

p^^^^ u 




p("^ u . . 

. p! 2 «- 3 );^ 


457. Cette formule inerite de nous arreter quelques instants. 

D^apres sa definition, et les proprietes elementaires de la fonc- 
tion o', le premier membre est une fonction doiiblement perio- 
clique, d’ordre — i, admettant o comme pole multiple de cet 
ordre; elle est done, suivant que n est impair oli pair (n® 436), 
de Tune ou de Fautre des deux formes A, B en posant 

A = -b- rti . . .-H ^^2 v-+2v 

B = 60 -H. . . + Z>2v=-2 


(rt = 2V -t- l), 

(rt = 2v); 
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r esi mis a la place de ct <7o, •••? 

soiU des coefficients numeriques quel on peat determiner cii deve- 
loppaiit les expressions precedentes suivant les puissances ascen- 
danles de et en idenlifiant avec les dcnmloppemenls aoalo-ries 

pour el pour On trouve ainsi aisemenl 

I ^ p if ^ \ii) 

A« = «, A,= o; B, = o. 

Dans tons les cas, est an poijnome cn y donl ic premier 

serme est 


-458. Proposons-nous de former aulrement les poljnoincs Act 1!. 
Les zeros de T„(ii)sont simples et s’obtiennent en clonmml a cliii- 
cun des nombres p el q, dans la formule 


•2y?coi -1- •>, <7 to^ __ 


n vaiears entieres quelconques telles que la dilTereiicc de deuK 
d'entre elles ne soit pas divisible par /^, et en excluaol toutefois 
la combinaison pour laquelle les deux nombres /?, q seraient tons 
deux divisibles par n. Si Ton pose, comme au n*’ 37l2, 


•xp CO I -H 2 <7 CO 3 


•A/PCOi -h A 7(03 


le prod nil 

^p.q\ 

oil p. q prennent les svstemes de valeurs qiron vient de dire, ad- 
mel les memes zeros et les memes poles : c’esl une fonctioii dou- 
biement periodlque, comme il resulte tres alsement des for- 

miiles fXlLb et. comme dans ce produit le coefficient dc — — esi 

(— = (-- tandis que dans Wn{U') il est egal a n, il est 
clair qu'on a, dans tons les cas, 

(-i)«-iiF„(a) = n jqO 
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en ecrivant, comme nous le ferons dans la suite. a la place 
de 

Si n esl de la forme av -h i, on pourra prendre pour />, q Ics 
valeiirs v, — v -|- i , . . . , — i ? o, i , . . . , v — i , v, en cNcIiiant 
la combinaison = o, g = o. On est amene a grouper dans le 
prodiiil les facteiirs tels que dans Fun les indices soient les memes 
que dans TaiUre, changes de signe, de maniere a poiivoir iililiser 
la formiile (Vllj). Ce produit s’obtiendra, dhine part, en groopaiit 
les termes pour lesquels p est nub ce qui donee 

V V 

al>o,^abo -.7 = (pf^— pao,y!: 

q~\ q=\ 

craulre part, en prenant deux lignes de facleiirs pour lesquels 

ait des valeiirs egales et de signes contraires. ce qui donee 

V V 

J j (p U — pcip^fj), 

q=-v 7=-v 

et en donnant ensuite les valeiirs i , 2, . . . , v a />. En resume, la 
fonction Wov-f-i (^0 est representee par la fonclion entiere cn j)// 
de degre v -f- [v( 2V 4- 0 ] — ”^ 7 “ voici 


q = v p-'j /'/= 4 -v 

(CrVs) W2 v4-i(^ 7) = (sv-hi) (pw — pao,4 (p^^ — pcq,.r/L 

<7=1 pz=l q = -v 

Quand n est pair, on pent, en posant n = 2 v, donner a />, q les 
valeiirs — v + i , . . . , — i , o, 4 - i , . . . , v — i , v, en excluant tou- 
jours la combinaison (0,0). On groupera exactement de la meune 
facon les facteiirs pour lesquels auciin indice n’est egal a v, el ce 
gronpement foiirnira v — 1 -4 (v — ■ i) (2v — 1) =: 2v (v — i ) fac- 
teiirs du premier degre en pii. II restera a effecluer ie produit 


V— 1 


V — 1 


Mais on a 


cihvjV "hv,0 I I 4^— 7>,V I I ^ 7 . 

})=:l q = l 


?10j c^hv,v — I 2 U 5 4oo,v — 

et, par suite (XIs ), 

C/laOjV 49 v,0 ~ U ; 
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cFaiileiirSj on a encore 

-l 7 ,.v A_p,v = = 33 « - p(coa -4- ap.o), 

-y = 33 - 33(“i "'o.?)’ 

et Ton voit fmalement que. lorsqiie n esl egal a av, on a 
(CIV;) ir„(ii) = p'jf.B, 

oa i> est la fonction entiere en ,p!i de degre [ 2 v(v— t)] + ■>. v — 2 
Oil — que void* 

._V_1 (/=v-l C/z=-+-(V-l) 

4v IT J”|^ [pi^ — p(Wi-4-«0/y)] I _! (p« — 

cj = l ^=-(v-™l) 

On reconnait aussi aisementque I’on a tonjours, que ii soil pair 
(lu impair, 

icivs) 'I’Kif) = rt- iq' '(33“ - 

( />, q 1 

eii siipposant que p. q parcoiirent separement un systemie de n va- 
ieurs entieres, telies que la difference de deux qiielconques d’entre 
eiles ne soil pas divisible par en excluant la combinaison oii les 
deux valeurs de />, q seraient divisibles par n. 

i59. L’expression (CIVo) de n’est pas commode poor 

obtenir explicitement les fonctions entieres A et B de pi/, Mais il 
est aise de trouver ime relation recurrente qiii permette de calculer 
de pro die en procbe ces expressions. 

Si, dans Tequation (YIIo), on remplace respectivement a, b, 
c, u par q,u, qu, ou,, ou a, y, 5 sent des nombres enliers, 
puis que Ton divise par ime puissance de du dont I’exposant soit 

( S -f- 'I — Y ^ 0 )- -1- ( X — 0 )“ = ‘4 ( a- -f- |j“ -i- Y" ) j 

ii vienl 

de celte formule, on pent en dMuire plusieurs autres propres an 
calcul de nos poljnomes. Si, pour un entier negatif ou mil quel- 



coiiqae /?, on pose encore 

if vientj pour [3 == y = /^, a = i , o = o, 

piiisqiie, comme on le verifie aisement, on a 

= ^Fo=o, 

en prenant m = /i -j- i , on a done 

^Fo„+i = ^F„^.,^F,l - ^7,^-1 ; 

de meme, en cliangeant m en /i -j- i et ii en 7i — i , on trouve 
iF,,,iFo = 

Ces diverses formules permettent de calculer les poljnomesT^ 
quand I’indice est superieur a 4? ao niojen des poljnomes din- 
dices inferienrs ; est egal a — p' u, et W.^ se calculeront di- 
rectement an mojen de la formule (GIVo), en tenant conipte des 
expressions (XCVII) des cinq premieres derivees de pu en fonc- 
tion des puissances de pu. 

On trouvera, dans le Traite des Fonctiojis elliptiqiies d’Hal- 
phen, des precedes interessants qui permettent d’abreger beaucoup 
ces calculs. 


nu) 

li ) 


460. II est maintenant bien aise d'oblenir pi^nii) an moyen de 
la fonction En effet, la relation 


p{nii)~pu-- 


donne immediatement 


a"-(nu) 


(GIVc) 


p(nLt)-~pu = 


n-T-l ( ) «— 1 ( 


et Ton a, par consequent, p(nu) en fonction rationnelle de 
pour tout entier positif n. 
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III. — Tlieoremes d’addition pour les fonctions c, sn, cn, cln. 


461 . Nous avons donne aiix 0 "=" 405-406 les formiiles d’addi- 
lion poor les fonclions sn, cn, dn. Le proccde soivanl, ou tool 
ce qoi esl esseoliel apparlicnt (/) a Abel, permet d’oblenir, 
[sources fonclions, le tlieoreme d’addition sous one forme Ires 
j^eDtb'ale, d’ou le lecteur lirera sans aiiciine difficLdte les formules 
que nous venons de rappeler. 

Soil p' = I'line quclconque des fonctions 
et soil = 11 csl clair que Fexpression 

oLi esl mis a la place de el on ¥[z)^ f[z) designent des polj- 

nomes enliers en des degres respectifs Ji el n — 2, esl une fonc- 
lion doiiblemenl periodiqiie a periodes 2 0)<, 2(.03, qiii n’admel 
qii on pole dans le parallelo^ranime des periodes, a savoir, le pole 
de la fonclion ; que designe r; ce sera soil o, soil cc pole esl 
d ordre 2/2; c’esl aussi Fordre de la fonclion doublemcnt perio- 
diqiie. La soninie des affixes des poles (confondus) de esl, 

dans ions les cas, congrue a o, modidis 2C0i, 2103; il cn csl de 
meme, par consequent, de la somme des affixes des zeros. Si done 
00 determine les 2/? coefficients des poljnomes F(:;) et f[z) de 
iaeon que <!>(:;) s’annule pour les valeurs u^2n~\ at- 

tribuees a ?/, on, si I’on veul, pour les valeurs 
atiribuees a celle meme fonclion s’annulera pour la valeur 

U.^ii — — . — U‘!.n~\ 

Oil pour la valeur correspondanle atlribuee a .g. Les valeurs 
des coefficients de F(^)et de /(^) s’obtiennent aisenienl sous 
lorme de determinants. 


• j Aoyez : Adel, CEuvres, 2* edit., i. I, p. 532. — Baioscin, Comptes rendus 
dei-Academie des Sciences, t. LIX, p. 999. _ Cayley, Journal de Crelle, t. 41, 
p. ^7. — Glxther, Journal de Crelle, t. 109, p. 2i3. 
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Ceci pose, la fonclion 

esL iin polynome en de degre %n. En effel, d- esl im polvQom^ 
en ^ dll iroisieme degre, comnie il resnite dii tlieoreme etabli an 
433 , el conime on le verifie sans peine an moyeii des formnles 
qui donnent les derivees des ronclions ^ : ce poivnorae dii Iroi- 
sieme degre esl evidemment divisible par Par suite, si Ton de- 
signe par rq, et a,i Le premier el le dernier coefficient de le 

premier et le dernier coefficient dii polynome T(';) seront respec- 
tlvement et a^. 

Mais les valenrs de qui anniilenl ( z i sent vj, ^i*// ol 

Ton a 

3 - :;i)U — j z.,), 

d’oii Ton tire line serie didentiles en egalanl les coefficients des 
dlverses puissances de en parliciilier, si I’on suppose = o, on 
aura 



el, par suite, en extrayant la racine carree 

c( (( I —r -T- . . . — = „ j 

yq , V-in-i etant mis a la place de 

on a ainsi exprinie le premier meinbre en fonclion ra- 
lionnelle des quantiles £(^^2)7 -‘*7 

k ’ comme il resiille evidemment de la forme de <7,^, et 
de ce qiie Ton a z' = ) 

462 . II est d'ailleurs aise de meltre en evidence dans ctfi le facteiir 
y^,y^2* • -y^/i-i ot de determiner le signe qu’il convient de prendre 
devanl le second membre. Tout d’abord, on voit que, en faisaiU 
abstraction des signes, ^(^/i -f- •-{- se presenle sous 

la forme du quotient ^ de deux deterniinanls A, B de Fordre 
2/1 — i; les lignes de rang r de ces determinants s’obtiennenl en 
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luS 

renipiacaiit u par Ur clans 


T 

7 

K 

7 


.... y 

el. dans 



t 

'4 

T 

T 


yf- 

Quant au signe,!! se determine aisement [< 

2n snpposantj'=ioa(tO]? 

si i‘on imagine que les quantites z^o, 

. . . , U^n- 

1 soieiit infini- 


nienl pelites cln premier ordre; le terine principal de 


coa U-in-l ) 

est alors -i- . -f- elements, redaits a leiirs 
parlies principales des lignes de rang r dans A et dans B, se re- 
Juisent a 


ur 


Les suites 


ifn 

Ltf, , 


, 1, 

I , 

tt/, , 


. , U. 


2;^ — 3, 
in — 4, 


I, 2/1 — 4 , 2 / 1 — 6 , O, 

o, 171—3, in— 5, I 


presen tent respect! vement 


I — 2“r3-f-...-|-/l — 2 et 1-1-24-3+. ..-H /I — 1 


inversions, si Ton convient de dire qiie deux termes presentent 
line inversion lorsque le premier de ces termes, en commencant 
par la gauche, est plus petit que le second; on en concliira faci- 
lement que le premier determinant est egal au second multiplie 
par ' I )" _j_ on a done en general 

;aa( cci + lf-2 + • • .+ u^n-i) = ( — g • 


463. On reconnait de suite que le rapport quand on rem- 
place jv et par Xjtv, se reproduit multiplie par 1; d’apres 
cela, en se reportant aiix formules (LX^, on voit que, si I’on 
ajoute Ujta chacune des quantiles t<,, u., I’egalite 

prend la forme 

;3£0<4^1 + 1/2— . . . + It-lTl-l) — ( l)«~i 
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en SLipposant qiie, dans A et dans B, yrj J'r i^epresentenL 
Cy^o(ur) ‘ si Ton ajoiite an contraire coj3 a chacun des arguments a 
, ^^2/2-1 ; on trouve de meme 

^ . A 

Eyp^Z^l-T- Z/.H-. . .-4- Ihn-l) = g ; 

cette fois, dans les determinants A et B, j> et represeiiler 

iyP *?y{B ^^r* 

Enfin, on a de meme 

Sn (Zii -f- Zio -f-. . .-i- ZZ2n_i) =: (— ^ , 

JD 

A 

cn ( ZZi U.-> — U 2 n-l ) = 7T ’ 

Jl> 

dllj, ZZ-i ZZ2 -T- . . . H- U2n-l) = g ? 

ou, dans A et B, yr ot r'. representent respeclivement sn Ur, 

CR Ur-, cn'^^;^J dn dn^z;,.. 

Coinme on peat supposer qae z/o/z-i ^st nuL les formules pre 
cedentes sont generales. 



CHAPITRE V. 

DtX'ELOPPEMEXTS EN SERIES TRIGONOMETRIQUES. 


I. — Developpement de de ses derivees et des fonctions 

doublement periodiqiies ordinaires. 

i6L On a vu rimportaiice cics developpemenls des fonclions 
3r: r • en sO'ies Irigoiiometriqnes, series qiii procedeiU siiivanL les 
sinus on les cosiiiiis des miikiples de et qui melLent en evi- 
dence les proprietes essentielies de ces fonctions. Les developpe- 
meals en series trigonometriques que nous donnerons dans ce 
Cliapitre ont egalement une grande importance, siirtout dans les 
applications de la llieorie des fonctions eliipliques; niais ils pre- 
senlent. pour la plupart, iin caractere tres dilTerent de celui des 
series relatives aux fonctions • ces developpements, en elTet, 
oe sont plus convergents pour toiites les vaieurs imaginaires de 
i'arg'iinient. 

Xoiis nous occuperons d’abord de quelques-imcs de ccs series 
qui se dediiisent immediatement des formules relatives aux fonc- 
tions : elles concernent les iogaritlimes de ces fonctions et 
leiirs derivees iogaritlimiques. 

16o. Commencons par rappeler la definition de la fonction ele- 

mentaire log sin7:c. 

Les diverses determinations de cette fonction sont regiilieres 
pour Lous les points e qui n’annalent pas siuTup, c’est-a-dire pour 
les points dont Faflixe n^est pas un nombre entier. Les points 
poiii lesqueis ia fonction n est pas reguiiere etant tons ranges sur 
1 axe des quantiles reelles, il est clair qu’on pent definir la fonc- 
tion logsinTze comme fonction liolomorphe de o, soil dans la 
partie superieiire dii plan, soil dans la parlie inferieure. 
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DEYELOPPEMENTS KN SERIES TRIGONOMETRIQUES. 

Envisageons en parliculier la determ inalion principale de la 
fonclioii logsin-e, c’esL-a-dire cede pour iaquelle ie coefficienl. 
de I est compris enlre — t: et eile sera definie dans toiite 

region du plan de la variable v ne contenant aucun point r pour 
leqiiei sinTTP soil negalif ou mil; or si Ton pose e — oii a 

et b sont des nombrcs reels, on aura 

sinTrr = sin-« c]i 7 rZ> i cost: < 7 sh-^: 

pour que siiiTce soil reel il faut done qiie a soil 1111 nriilliple im- 
pair de i oil que h soil mil; pour que sinTrr soil negalif on mil ii 
faut, dans le premier cas, que a soil un iiombre pair dimimie dc:^, 
dans Ie second cas, il faut que le plus petit entier inferieur a a 
soil impair. Done, la determination principale de log sin -f sera 
defmie dans toiUe region du plan de la variable v iirnilee par les 
paraiieles nienees a Faxe des quantiles [iiirenient imaginaires par 
les points dont les affixes sont de la forme 2/1 — oii n est an 
entier quelconque, et par les segments de I'axe des quanlites 
reelles joignant chacun des points dont ibiffixe est un nombre eo- 
lier impair quelconque, au point dont faffixe est le nombre pair 
qui est plus grand que lui d'une unite. Les paraiieles a I'axe des 
quantiles piirement imaginaires son I perpendiculaires a ces seg- 
ments, en leurs milieux. 

Ceci pose, nous definirons de la maniere suivanle uoe fonction 
de e que nous designerons par ls(v), qui sera iiolomorplie tant 
dans la partie superieiire du plan que dans sa partie inferieure, 
niais pour Iaquelle Taxe des quantiles reelles jouera le role de 
coupure, sauf toulefois entre les points 0 et i, de sorte qifen deux 
points de meme affixe, appartenant ibin au bord superieur, raiitrc 
au bord inferieur de la coupure, les valeurs de l 3 (r) seront clifTe- 
rentes. 

Dans celle des regions precedemment defmies on se trouve le 
point i, ls(e) sera, par definition, identique a la fonction holo- 
morplie de e, represenlee par la determination principale du ioga- 
ritlime de siii 7 :e; les valeurs de 1s(p), lorsqiie Ton est siir les 
limites (a) de cette region non situees siir i'axe des quanlites 
reelles, seront fixees par conlinuite, en approchant de ces limites 
depuis I’interieur de la region; dans la partie d’une region con- 
tigue sltLiee soil aii-dessus, soil au-dessous de i’axe des quantiles 
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reeiles. nous prendrons eiisiiitc pour la fonction Is (o) celle des 
detern'>inalioii.s de la fonclion log' sin r, liolomorphe dans la partie 
de region envisagee, dont la valeur tend, qiiand on s’approclie des 
liiiiites (}.'), vers les valeiirs de Is deja definies siir ( A) 5 la fonc- 
lion ls(i'') est ainsi definie dans une region contigiie a la premiere 
et siir les limites de cette region : on precede ainsi de prociie en 
proclie. 

On peut encore deilnir la fonction Is (p) par la forinule 


Is(p) 



- cost: 
sin 7 :p 






eii supposantqiielecheznin d’integrationne traverse pas la coupure. 

Le Tableau suivant, on n designe nn nombre entier, on e est 
suppose mis sous la forme a et Z? etant reels, et ou les 

logaridimes sont toujours supposes avoir leur determination prin- 
cipale, donne la definition precise de la fonction ls(<:^) a laquelle 
on parvient ainsi. 


I. Partie superieure du plan, > o. 

4 11 i/\ I 

<(3;< , 1S(P) = log SlllTTP — 2 flTTf, 

/ j 

a — - — - — , Is(p) = log ch n:Z> — (2 — 1)71 A 

Bord superieiir de la coupure^ Z? = o. 

I 2/1 < iZ < 271 -i- I, 1S(P) = log siniT^^ — 

2 72 -r- r < <7 < 2/2 2 , ls(p) = log | sillTra ) — (2 72 H- i) TT L. 

CVi ( 


n. Partie inferieure da plan, Z> < o. 


47 ?~“I ^ ^ 472 -h 3 

— ^ — < a < J 


4/2 — 1 


ls(r) == log sirnip + 

Is(c^) = logchizb ■+■ (2 72 — 1)71 A 


Bord inferieur de la coupure, b ~ 0 . 

2 72<a<272-i-i, ls(p)=: log sinTca - 1 - inizi, 

272 -f-I < a < 272 -I- 2 , ls(p) = log! sinTCa | H- ( 2 72 -h l) TU A 


beveloppement? ex series TRIGONOMETRIQUES. If3 

Les vaieurs de is ■■ i' f. lirees de I el de If. conicidenl le ioDi^’ de 
I'axe reel siir le segment qui va clu point o an point i. et, en eilet, 
ce segment ne fait pas parlie de la coupure qui comprend seule- 
menl les deux parlies de I'axe des quantiles reelles allanl de o a 
— cc el de I a q- c/:. 

On observera que Ton a tonjours 

Is ( r — 2 72 ) = is ( V I = 2/2 7: 

en prenanl le signe superieiir on le signe inferienr. suivant qiie 
Ton esl dans la region siiperienre ou inferieiire du plan. 

466. Posons main tenant 


f( V ) = ( I — 2 COS 277 r -7- ^ q-‘^ 1 1 q -- j • 

« = 1 n—i 

on aura, en designant par A le nombre ‘icpq^ qui ne depend 
pas de r, 

S’! (p 1 

d'ou, en prenant les derivees et faisant r = o, 

I z) = A7:/(o), 

et, par suite, 

.trqr It) = _.^jio|T)sinT:P^r^, 

puis, pour line determination convenable des logari dimes, 
log!^i(t/ 1 t) = log ~ ?j\ (o |T)-i- logsinTiP ^log 

Clioisissons arbilrairemenl une determination de log^ .5' (oIt); 
prenons pour logsinTTP’ ia fonction liolomorphe ls(e) definie plus 
haul; observons enfin que, si Ton pose^^ en designant 

par des nombres reels, la fonction /(c), dont les zeros sonl 
les memes que ceux de la fonction (c), a Pexception des zeros 
de cette derniere fonction silues siir I’axe des quantiles reelles, 
ne s’anniile pas entre les deux paralleles a cet axe, nienees a ime 
T. et M. — III. 8 
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distance tie eel axe egale a /\ en sorte que les diverses deLcrmi- 
nalions de la fonction loo' peiivent elre definies comme des 

(onclious liolomorphes de p enlre ces deux paralleles; cisoisissons 
celle des deteniiinations qui s’annule pour ^ = 0 . Des lors la fonc- 
lion log S’, M* i T; sera definie pour tons les points sitiies enlre les 
cieox paralleles, exceple les points pour lesqiiels e est 11 n nombre 
enher, saof a regarder comme dislincts les points de meme afdxe 
qui sont sillies siir des Lords differents des deux coupures, allant 
siir Faxe reel de i a -4-^ et de o a — 00 ; a I’interieiir de la re- 
gion iimitee par les paralleles et les deux coupures, elle est liolo- 
morplie. 


-5-67. Occopons-nous d’abord du developpement de la fonction 
iog/u' i. En posant r ~ a -j- oii a et (3 designent des nom~ 
bres reels, on aura 

1 I = I I - 42 ^^ 

oil h design e la valeur absolue de on aura done 




si S est en valeur absolue plus petit que i, les quantiles prece- 
dentes seronl loiites deux plus petiles que i; done, puisque la 
fonction 

« X X- 

X) = 


log(i - 


X 

I 


ou le premier membre designe la determination principale de 
log'i — xj, esc line fonction holomorphe de x tant qii’on a 

• X ^ << I , les fonclions de r 


Iog(l — - ^ 1 q^nr ^ 

r = l 

log(j - 2y2« cosarr -i- = —22 qinr C0S2 rpx 

r = l 

seronl lioloiiiorplies tant que bon aura | |3 | i . 

La serie 

n — =c 

2 Iog(l — cOS'ArTT 

n=l 



DETELOPPEME>’TS EX SERIES TRIGOXOMETRIQrES. i IJ 

cn siipposaiit qirelle soil convergenle. est cvideninieril line des 
determinadons de log/Jr ;; la convergence de celte serie el Ic 
fait qiie sa somme est line fonclion liolonior|jlie de v. lantqiie 
Fon a I [i I <; I . seront etablies a la fois si Fon prouve 

qiie !a serie double 

cos arrr: ■: /n /• — i 3, . . . , 

est absolnment et uniformanent convergenle taut que • i est 
moindre qu'un nombre plus petit que i. Or on a 

2 C05 2/V' T = Q^r'j.ru __ q-irp Q-^rVJzi 

et, par suite, 

! 2 C05 2rPT: 1 < A— 2^* ,3; 


des lors il siifiit de prouver la convergence des series a termes po- 
sltifs 






!/2, ;■) 


qui est evidenle lorsque Fon a | j <f puisque la somme de la 
premiere serie, par exemijle, est egale an logaritliiiie de Finverse 
dll produit infini 

/zrr: ao 

jq 

/2=1 


Nous pouvons done, en supposant | [3 [ <^ i , definir log/(e), 
comme des fonctions liolomorphes de p par les egaliles 


loc/in 
= /(o) 


Iog/(p) =— 2 J, g'="'-cos 2 ;-p- = — ^ 


l02f 


/(p) 

/(O) 


i/z,ri 
;■= so 


2^2/’ cOS2 7’Pr 

^ \y-q-'-) ; 


V - g". -(asia.P.)^ 
^ /•(! — q-> ) ^ ' 


et cetle determination de log estbien celle qui s’annule pour 
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4lj8. II siiffit de reniplaccr log par le developpement pre- 
c^klenr. dans Fexpression de logS^ ((’) defmie plus haul, pour avoir 
le developpement de cette fonctlon en serie trigonometrique. 

ii est clair que le precede employe pour developper log S’] (e) 
en serie trigonometrique skpplique aiissi bieii anx trois aiitres 
fonciioiis S(r); nous reunissons ci-dessoiis les formiiles ainsi 
obteniies, qiii peiiveiit etrc utiles dans diverses circonstances : 


iOiiV-' 1 (■ r j : 


loir - logshiKe-T- 'V — — ~ — — - (2 sin 

^ Jmd r{i — q-f') ‘ ^ 


r=zl 
/•r= » 


V ) = lo 


q:v,, / 


g.j 2 (o ) -f- logcos-p-h >, — (2 sin7-7:p)2 

?gT ^ 


kpg& 3 (t.-) = logr 3 (o) -i- — X ) ( 2 sin 7 - 7 rp) 2 , 


/•= 1 
r~» 


= log^Tif 0) -f- ^ ~ — 2 — ^ /2 sin/*Tcr)2 
Jmd r{i — q~’) 


Si Ton suppose i’ mis sous la forme o — a+pT, oii a et [3 designent 
des nombres reels, les deux premiers developpements sont valables 
sous la condition j |3 [ < i , les deux derniers sous la condition 
i / . < On doit prendre pour log siiiTre la fonction Is(t^), pour 
log cos7:r ia fonction ls(<7 4- I5). 


469. Ces formules fournissent immediatement les developpe- 
rnents des logaritlimes des quotients des fonctions 2r et, par con- 
sequent, des logaritlimes des fonctions sn, cn, dn et de leurs 
faotients: on a, par exemple, 


io2: s 


sn . aKp , = 2 log 2 - 3 (o) -i- log sinzp- y - V' 

/’(i H- qi') ^ } ’ 


los: cn ('2Kr ; zr- Sr 


(2sm/-,:p)S 


I io" dnfaKv) = — ^ ^ to sin /'o 7’ T^ 

I ■ ■ ’ la. (Tr-i)(i_a4,-2, L2sin(2;’-i)Trp]k 

7 - = 1 J. J 


ous la condition 1 13 ( <; 1. 


DEVELOPPEMENTS IN SERIES TRIGOXOMETRIQIES. 11“ 

On deduit aiissi, par dilTerentiation des formuies obtenues poiir 
les ionctions S(r). les developpemenls 


*GV,) 


^00 

.w 1 ( r j 

•^2 (t’j 

r'.j f' C-' j 


= t: cot 




i — q- 


sm ir r . r. 


= — t: tangrp — 4?: ( — i /’ — sinp.rTrv'. 


I — q- 




sin 2 r-r. 


l — q- 


— J - 7 — - — — sin 2 /’ 7 :r, 

\ r = l 

qui peuvent etre differenties a lenr lour. 

En se reportant aux formuies (LXXYIo), (LXXIXi), on dediiil 
de la derniere formule (CV/,) la relation 


(C\b) 


27 “^ cj> . rr.x 
Z(X } = -pr- > sm — ^ 7 

k ^ I — q-^ K 


pourvu qiie le coefficient de i dans ^ soil inferieur en valeur ab- 
solue a 


470 . Les formuies (XXXin 5 _o )7 prenant les logaritlimes 
des deux membres, foiirnissent les developpemenls 


logo'zi = log 


2 fjQ 1 


rjiZ /2 .XU ^ / . rx 

— r- log sm > r— 2 Sin 

2tui ^ 2 OJ 1 7'{l — (}-' }\ 2 0J 


20J1 ^ /’(I — 

/•= I 


CVE) 


, , XU ^ (— ^ rxuy 

logc'i u = h log cos ^ >_ -7 2 5 in » - 

^ 2 0)1 J^r(i — q-'}\ 2 0 ) 1 , 

y — 1 


lo 


/• r= 3 C 

I . rxu \- 

g o'.-) = H 7 — : ( 2 sm ) 

^ “ 20J1 ^ r{i — q -'') \ 20J1 / 


r = i 


/•= 1 


. rxuy 
2 sm 



On 'll a 11 55 i 


r. s ii T. 

^ II r= ; cot 

C!Jl liWl 


-u 2 -^ q->' . r~u 

: > i — Sill 

•>coi ' </-'■ OJi 


/•= 1 
/■r=: 30 


r,;; t t.u S'!: V' (— 

= I'- tans !- — y Sin 

Wj 2C0i 0)1 >«sd 1 — q-’ 


CO I 


CV!.-> 


r.if 9.7: ( — J)'’q^' . rr.u 

r.,« = — -: > ^ -i- sm 

OJj OJi Ad I — Wi 


. 7'r.ii 


■fiU 2 7: 

I II = i > - — i— sm • 

OJi 0)i I — g-' tOi 

r = 1 


et, par suite. 




^ 2 71- rq-' /'TZLI 

— ! ^ cosec- r- > — - — — cos 

COj \2(xiiJ 910 1 to- Jmd I q-'‘ COi 


~ .A..O 2-2 (-lyrgr^.r rT.u 


tOl \2 0)i/ 2t0i to-i Ad 1 


cos — - 

q-'' toi 



p i' II __ ( 03 ) = — 


to I 


'H 

toi 


0)2 ^ I — ^2r 
r = I 


COS 


/'7ZU 


CO I 


)'= so 



COS 


rr.ii ^ 
0)1 ' 


cl’oii Fog clMiiit aisemenl, par differentiation, des formules ana- 
logues poiirles derivees d’ordres quelconqaes de pu^ p{ii -h Wa). 
Si Fon suppose u mis sous la forme 2 aoii -f- 2 j3o>3, oil a et [3 
design ent les nombres reels, toutes ces formules sont valables sous 
la condition | S | < b Celles qui concernent logc'^^, loga'i?^ et leurs 
derivees sont meme valables sous la condition j [3 ] < 1 . 

On deduit immediatement des developpements obtenus pour 
les lonctions logo'^z/, ceux qui concernent les douze fonc- 

tions log;(z^): ces developpements sont analogues a ceux qiie 
nous avons ecrits pour les functions log snp>, log cnp, log dn c. 

471. Les fonctions Z[x) peuvent servir d’elements simples 
dans la decomposition des fonctions doublement periodiques de 


DfiVELOPPEHENTS EX SERIES TRIGOXOMETPJQUES. I IQ 

premiere espece a periodes sw., on -i K. •> /lv': les developpe- 
iiienls precedents (^C\ 5 ), i^CVlo) foiirnironl done, poar tou'e fonc- 
tion doiiblement periodic|ue 'de premiere espece. im developpe- 
ment en serie trigonometrique. Le iecteiir poorra appiiqner cetle 
metliode aax carres des fonctions cc- ddo on en- 

core aiix carres des ionctions sn, cn, dn, de leors inverses el de 
ieiirs qiiolienls miitueis ; nous nous conteiiterons de citer la 
forniule 


(GVo) 




'2 K X 


iva: __ ^ 


rgr 




qui est une consequence immediate de la formiile (Clldi. d06). 


472. Ghacime des series qui figurent dans les formules (CV. 5 _n) 
et (CVI 2 ) pent etre mise aisement sous la forme ddine serie a double 
entree; ainsi, Ton pent mettre I’expression (CV5) de Z(x) sous la 
forme 


Z(K.r) = ^ ^/■.25-n sin rr.x ■■ 


-II- ^r -ls—DTpi'TyXi. 


Oil r et 5 prennent toiites les valeurs entieres positives. 

Dans chacune des series a double entree ainsi obtenue on pent 
effectuer la sommation d’abord par rapport a r; on obtient ainsi 
de nouveaux developpements en serie pour chacune des fonctions 
envisagees; ainsi 


ZcKa’) = 

S = 1 


sin -a? 

1 — 2 cos T.X -f- ^2 V2a'-I ' 


Ce developpement s’obtiendrait de suite en prenant les derivees 
logarithmiques des deux membres de la formule (XXXIfg); en 
se placant a ce point de viie, on voit qu’il est convergent quel que 
soil a;. II en est de meme des developpements analogues que le 
lecteur trouvera dans le Tableau des formules place a la fin de 
rOuvrage [(GV,_0 et (CVL)]. 
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n. — Beveloppement des fonctions doublement periodiques 
de seconds espece. 


473. Considerons (^) Texpression 




‘2 ?4(/) ’ 


od les fonclions p sent celles qul sont definies par ies formiiles 
I'XXXII). de sorle que Ton a 

q , X , y j = — ' — ~ ^ 

iw) {m) 

iT) in] 

iq (1 - q'‘x '- ) jq (I — q'‘=^--) XT IT ~ 

,V| IV) (V) (V) 


V doit prendre toutes les valeurs impaires et positives, m loutcs 
les valeurs enlieres positives, nnlles et negatives, n toutes les va- 
leurs enlieres et positives. 

Cette fonction F(g, x^y) est definie pour toutes les valeurs 
de X, y qiii ne sont pas nulles et qui n’annulent pas p/, {x)^ p.-, (q^). 
Les valeurs de / qui annulent pr,(x)j p/,(y) sont comprises 
dans la forniule si pon pose \ cj\ = Ji^ on voit qu’elles 

sont repjresentees par des points diametralement opposes, sitiies 
siir des cercies ayantrorigine pour centre et ayantdes rayons egaiix 
a sur chacun de ces cercies il existe an couple de ces points 

et im seiiL Si Lon considere la fonction F(^,.r, comme une 
fonction de x seul, par exemple, tons les points x = ± se- 

ront des poles simples de cette fonction, comme i] resiilte evidem- 
ment de la seconde forme sous Jaquelle elle a ete mise. 

Dans Fespace annulaire compris entre deux cercies consecutifs 
il n'y a pas de point qui soit un zero pour O/, (tr) ou p 4 (y') : tel 


( * } I oz> Kroxecker, Monatsberichte cler Berliner Akademie, i88i. 



est, par exemple, i’aniieaii compris entre les deux cercles de 
rayons el^=r* Nous aurons bientut a nous reslreiiidre an cas 

d' 

Oil Fiine ail moins des deux variables x. y esl represeniee par iin 
point sitiie a Finierieiir de cet anneau, c'est-a-dire qiie nous sup- 
po serous qiie x on y verifient les inegalites 

v/7; < pr i< < ! r I < -4=; 

sjh sjh 

il est clair qiie on 7-^— verifient alors les memes ine^ralites. 

^ 1^1 Iri 

Pour toutes les valeurs de x, y qui verifient a la fois ces inega- 
liteSj la fonclion F(^, est finie et determinee. La fonclion y, 

s’annule aux points ±: situes les deux premiers sur la 

limite interieure de I’anneau, les deux derniers sur la limite exle- 
rieure. Autour des points zri\Uj comme centres, avec im rayon 
Ires petitj decrivons des cercles et supprimons de ranneau la 
partie interieure a ces cercles; aux points despelites regions sup- 

primees correspondent, par la transformation z’ \ ^ des points 
dont I’ensemble constitue deux petites regions, interieures a Fan- 
neau et voisines des points ± 4=1 supprimons-les encore et desi- 

. . - 

gnons par (A) Fanneau ainsi inodifie. On observera que si x est 
un point situe dans (A), il en sera de menie des points — 
dz et que si x, y sont assujettis a rester dans (A) 011 sur son 
contour la fonclion F(g, J')? I'^gardee soil comme fonclion de x, 
soil comme fonclion dej*, sera holomorphe ; en parliculier, il exis- 
tera un nombre posltif N tel que Fon ait 

I r)l <N. 

Laissons de cote, pour un moment, les restrictions imposees a 
X ely; les proprietes suivantes, de la fonclion F(^, x^y), 

( a) F(<7, X, y) = zz’ y^-'^ F {q , zxq'^ yJ yq^^’), 

(P) F{q^ x-^,y-^) = — F(^, 57,7), 

oil £, representent ±: i et oii /i, n'designent des nombres entiers 
quelconques, resultent ai semen t des formules (XXXIV7). La pre- 
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iiliere de ces deux relations monlre, en parliciilier, comment 1 on 
pent ramener le calcul de la fonction y) lorsqiie ^ ely 

sent representes par des points exterieors a i’aire (A), an cas ou 
ils apparliennen t a celte aire, pourvii cjiie les points y soient a 
line distance siifiisamment grande des zeros des fonctions p/, (n:)^ 

P < 

4T I. Considerons iiiaintenant Tintegrale 

J dz, 

dans laqiielie x sera regardee comme one constante assiijettie 
seiilement a eire representee par un point qui appartienne a 
Faire (A); quanta r ce sera une constante telle que p/,(jK) ne soit 
pas mil. Nous allons montrer que, si Fon prend cette integrale 
sur la circonference d’lm cercle ne passant par aaciin pole, avant 
son centre au point o, de rajon infininient petit ou de rayon infi- 
niment grand, elle est infmiment petite. Admettons, pour nn in- 
stant, qiFil en soit ainsi. 

Entre deux cercles ayantpour centre commun le point o la fonc- 
li’on ^ , ou:; est la variable, est univoque ; elle n’admet pas 

d'autres singularites que des poles, en nombre fini, quand on a 
fixe les deux cercles, a savoir le point que Fon pent tou- 

jours siipposer situe entre les deux cercles, et ceux des points 
~ ou n est an nombre entier, qui sont aussi situes entre 

les deux cercles. Tous ces points sont des poles simples de la 

fonction — ^ consideree comme une fonction de Par sui te, 

lorsque le rayon d un des deux cercles croitra indefiniment, que 
i autre decroitra indefiniment, la somme des residus de la fonc- 

tion . 7 residus dont Fun est F (g, x^y)^ tendra vers zero. 

On pre\oit ainsi cju on obtiendra ^{q^x^y) sous forme d’une 
serie. On voit meme, puisque Fintegrale est infiniment petite sur 
le cercle infiniment petit, ou sur le cercle infiniment grand, que 
la homme des residus relatifs aux poles compris entre deux cercles 
ayanl pour centre le point o tend vers une limite quand le rayon 
du cercle interieur decroit indefiniment ou que le rayon du cercle 
extmeor grandit indefiniment. 
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475. Desigoons par Pt im n ombre posilif ilxe. assujetli st^iile- 
menl a celte seule condition : le cercle decrit da point o conime 
centre avec Pl comme rayon a sa circonference contenue loot en- 
tiere a Finterieur de Faire (A). Considerons le cercle (’C'l decrit 
de i'origine comme centre avec le rayon ii tdant tin noiiibre 

entier positif que nous ferons tout a Flieure grandir indefiniment 
el que nous supposons de suite assez grand pour que le pointy* 
soit a Fexterieur dii cercle (C). Oiiand n grandira indefininieiil le 
cercle (C) deviendra infiiiiment petit; nous allons monlrer que 
Fintegrale 

-—y 



prise le long de ce cercle, tend vers zero cjiiand n croit indefini- 
ment; si Fon pose en efFet 


cette integrale devient 




zbi-RA'i f - - 4~ ■ : ^ dll. 


oil le signe depend dii sens dans lequel on parcoiirt le cliemin 
d’integration ; d’ailleurs on a, en vertu de Fegalite (a) dii n"^ 473, 
ou Fon remplace s et s' par -j- i , ;i par o, /i' par — n et y par 


et, piiisque la valeur absoliie de q est A, la yaleur absolue de 
est R; en d’autres termes, le point R A/^ 6'*^“ ap- 
partient a Faire (A) ; on a done 


I F ( ^ R A'^ ) I < N j 


et par consequent la valeur absolue de Fintegrale consideree est 
moindre que 

2 7:2 NR hn 


7:R 


r 


N du _ 

\y\ — R \y\ — R A^^ 


comme est plus petit que i, il est evident que cette quan- 

I ^ r 

tite tend vers zero quand ii augmente indefiniment. 
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iT6. Soil niainlenant G on cercle de centre o et de rayon ega] 


a 7-4“ • Considerons la dillerence des deux integrales 

li li 


f 


F ' g, X. . 


'-X- 


¥(cj, X, z) 




F(y, .r, ■:;) 


- 7 ) 


clz, 


doni la seconde esl niille puisque la fonction F(<y, z) est ini- 
paire et que le contour (O') est symetrique par rapport au point o. 
Si Ton cliange 3 en \y ie contour {QJ) devra etre remplace par le 
contour (C) et, en tenant compte de Tegalite 


¥{q,x, “1) = — F(^, x-\ z), 

qui resiilte de Fegalite (3) du n" 473, on voit que le second 
nienibre prendra la forme 


r ^iq.x-Kz) r F(q,x-^,z) 


or cette derniere integrale appartient au type precedemment eta- 
die, sauf le cliangement de x, y en x-^y changement qui 

n'akere pas les consequences; cette integrale tend done ])ien vers 
zero qiiand n croit indefiniment. li en est de meme de I’intcgrale 
proposee quand le cercle grandit indeliniment, alnsi qu’on I’a- 
vait annonce. 


477. 11 nous reste a evaluer les residus de la fonction de 3 

^{q,x,z) 

-~y 

Le residii relatif aii pole j est F(^, j). Le residu relatif au 

pole - s’obtiendra en remplacant .s par dans Texpres- 

sion 

_ ^ Pi(Opi(^-) . 

le calcui se fait sans peine au moyen des formules (XXXIVo.y), 
(XXXL^.o), et Ton irouve, pour le residu cliercbe, la valeur 
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On voil de suite que les deux series, donl ie ieruic g'eiieral se 
deduil de la en remplacant s par -q- i on par — i, sonl ahsoiii- 
ment convergenles qiiand on doiine a n les valeurs o. i . 2 . d. — x : 
il n'en est pas de nieme pour les valeurs negatives de n: pour 
avoir une serie absolument convergenle. il faiit reunir dans ie 
terme general les deux residus relalifs aux valeurs — i el — i de £ 
et I’ecrire 

-n-- 

I (qx--) - I {qx--) ' - __ yiqx-^'- s - __ y iqx-') 

y^q y — q 


sous la derniere forme, la convergence absolue de la serie donl on 
vient d’ecrire Le terme general, quand on donne a n les valeurs 
— I , — 2 , — 3, . . . , — cc, est manifeste. 

Ajoutons que la forme Iroiivee plus haul pour 

ime limite snperieure de la valeur absolue de Tinlegrale envi- 
sagee, met en evidence (n° 30) ce fait que la serie 



1 

n-i-- 

y ( q X-- ) - 


est uniformement convergenle pour I’ensemble des valeurs de x 
telles que Ton ait j x\^%s/li, en designant par a un nombre fixe 
plus grand que i ; I’integrale, en eflTet, n’est autre chose que le 
reste de la serie. Une consequence toute pareille concerne la serie 
analogue relative aux valeurs negatives de /i, pourvu que I on ait 

X I 
as/ h 

478. En ecrivant que la limite de la somme des residus de la 
fonction relalifs a ses differents poles, est nulle, on 

^—y 

irouve, en remplacant F {q, x, y) par sa valeur (n“ 473), 


(GVII3) 


n=.c Vi:zl 

p',(i)pi(ay) ^ ^ y q ^ _ 

/z = 1 


^ 2j i — y^q^^i-i 
n = I 


ou cliacune des seines est absolument et uniformement conver- 
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i^enle sous les conditions qni viennent d’etre expliqiiees. Rien 
li'ernpeclie done de differeiilier terme a terme, si on ic desire. 

•479. La formole (CVILj) pent se transformer de diverses ma- 

. . 1 . , I T I — t— T 

meres en aj on la n t aox arguments e, iv les quantiles - on — ? 

ee qui revient a multiplier x on y par f, \/ q ou is/q- 

Les ciiangenieiits de cetle sorte que Ton pent faire siibir a 'tie 
lie dcmandenl aiicune precaution puisqne iv est qiielconque. De 
inenie qiiaiid on ajoiitc ^ a e, il est ciair que, les conditions 

v'A < I r I < -T , ~ 

sj h s/h 

etant iJentiques, le domaine de convergence de la serie n’est pas 
niodifie par ce changemenl. 

li n'en est plus ainsi quand on change ac en x\Jq\ pour que I’e- 
galite (C\ IIs) reste valabie apres ce cliangement, il faut que Lon ait 


c*est-a-dire 


v//i <\x\/q\- 


JTi 


: I 


I 

IV 


Siipposant d'abord que x satisfasse a ces conditions, nous 
allons remplacer, dans regalite (CYll^), x el y par x \l~cy y sfq \ 
la modification a apporter au premier membre resulte des for- 
niules (^XXXI\'5_g) et Ton troiive 


z\ (i) zi(xr) 

La premiere serie est convergente pourvu que I’on ait [t| <; 

c est la seconde serie dont la convergence implique la condition 
: > I ; li est naturel, pour essayer de relrouver une expression 
anaiope a celle de F(y, x,y), d’introduire dans le second membre 
la serie 

yin y—'i 

I— ’ 









^ I 




-yiq-l 
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qiii converge poiirvu qiie Ton ait | j<:| >Ji\ en ajoulaot el reiraii- 
cliant cette quanlile, le second membre prend la forme 

I — y-q-'^ ‘ i—y-- i __ j-n 

/? = 1 /2 =: 1 ?2 = i 

mais la derniere serie se reduit a 


n — oi 



n = 1 


on a done final ement 


p\(i) piurr^) 
pi (^) Pi (7) 


(GVIli) 


.T — — y -b~ y~~^ 

x — x-i ■ 7— J'-l 


n~vi 




Cette egalite est demontree sous la condition i <; | j; ; <f mais 

les series sont convergentes sous la condition /^ < jjr I <C jp et Fe- 

galite subsiste si ces dernieres conditions sont verifiees. puisque 
les deux meinbres sont des fonctions analytiqiies de x\ on pent 
s’en convaincre encore en changeant x\ r en ce qui 

change le signe des deux inembres, et ce qui rainene la valeiir ab- 
solue de x a etre comprise entre i et A, si elle etait comprise 
entre i et 7 • 


480. Ptien n'enipeclie maintenant dans les deux egalites (C\ Ilf) 
et (CVII 3 ) de changer en iy^y\/q, ^ys/q^ pois, dans les resui- 
tats, X en ix. Chacune de ces deux egalites en engendre ainsi 
sept autres; on a, en tout, seize egalites de meme forme qui foiir- 
nissent des developperaents pour toutes les quantites telies que 

?y^y') = 3, 4\ 

?o(x) V? =7 2, 3,4/ 

Nous reunissons dans le Tableau (CVIIj) ceux qui se rapportent 
aux indices = 2] |3 = i, 2 ; dans le Tableau (CVIL) ceux qui 
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Sr rapporleot aox indices a = 3 , 4 ; |3 = i , 2 ; dans le Tableau 
lb; i ceiiN qiii se rapporLent aux indices a = i, 2 ; [j = 3 , 4 5 
enfm dans le Tableau (CVH,) ceux qui se rapporteiU aux indices 

a==3,4; ?-=3.4. 

Les formules (CVUi.o) supposent A<|^ 1< 7 ^? ies foriniiles 
(CVIT^;) supposent \ Ji < | a; | < ^ • 

481 . Si Ton reinplace x eiy par les seize developpe- 

ments precedents se Iransforment en seize dexeloppements pour 
tootes les quanlites, telles que 

-h u’) /a=i, 2, 3 , 4 \ 

V (3 = i, 2 , 3 , 4 y' 

on les troiivera sous les memes niimeros (CVIIi_4) dans le Ta- 
bleau des formules. Les deux egalites (CVIL ) et (CVII3), par 
exenipicj etablies aux 478 et 479 , se iransforment en 


<'o » fr -f- «’ ) 
^i(c j ( w ) 


y ^ ^ L — i ^ , 

^ ^ 1 — 2^-^^ cos 2 71 (p H- 


‘CVi4; 


\ 4- S-4(c 

^ = * 2/z — 1 . 

^^-2 — [('2n — l) TTC TT (p] s{n ^ 71 — l) TTC Ti (C ] 

I — 2 1 QOS 2 T: (P -4- ^ 2 



La condition equivaut manifestement a la con- 

dition 



OLi le symbole place devant une quantile signifie que Ton doit 
envisage!' la partie reelle seulement de cette quantile. De meme, 


la condition >^/h <C | *2^ 1 <1 


-p equivaut a la condition 

Y h 



< 2di 
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Si Ton pose = a - 7 - 3*:, en designaiil par a el deux iioiiiLres 
reels, on pent dire aiissi qiie ies formiiles (C\ onl lien sous 

la condition | | <; i et les formules (C\ sous la condition 

I i" 1< 2* 


482. Nous allons maintenant supposerque la variable r verifie 
les conditions h 1 1 dans les formules (C\ IL. ', 9 les con- 

dilions \ 'h <C \y ] <! dans les formules (CA IL.o). 

V 

Placons-nous, par exemple, dans le cas de la fornuile (C\ ILV. 
en supposant que les valeui's absoliies de soient toules deux 

comprises entre \/'/i et et en designant par u, v des nombres 
impairs positifs quelconques, on aura 




ro 

done 

(GVIIt) 


(V,|X) 


1 ' ‘ fv,a) 

l 7j\ ( O ) ^ \(v — r- (E } . . 

— -OO -i — Li / = y r/ - sm (vTTP — U7:(r 

47 : S'4(P}^4(tE) ^ ‘ ^ 

(V.p.) 


En nous placant dans le cas de la formule (CVIli) du 479, 
on aura de meme, en supposant que les valeurs absolues de y 
soient toutes deux comprises entre h et ^ et en designantpar m, n 
des entiers positifs quelconques, 


{GVII-) i cotTzr-H C0t7:tp---4"y ^2«^«sin(2/2T:c — smTTtr . 


Lesquatorze aiitres formules (CVIIi_.i) fournissent des develop- 
pements analogues en series trigonometriques a double entree. 


483. II est aise (' ) de deduire, de cliacun de ces seize develop- 


(' ) Voir Halpiien, Foiictions elUptiqueSj t. I. p. 4'^^* 
T. et M. - III. 



peinenrs, cles series ires rapidement convergcnles ei convenanl, 
par SLiiie. aiix calculs niiineriques. 

Placons-iious dans le cas de la formiile (CVII 7 ) du 11 " 482 el 

groupons dans la serie a double entree ^ q ' qui figure 

IV, IJ.) 

dans son second membre, tons les terines pour lescpiels la difTe- 
rence e. — v des deux indices de soninialion est egale au meme 
iiombre/vo^/V/y oil nu!, quc nous designerons par 25 puisqu'il esl 
necessairement pair. L' ensemble de ces termes sera represente 
par ia serie 

^ (v = 1,3,5, 


I'ensemble des termes de la serie a double entree envisagee, pour 
lesquels a — v est im nombre pair quelconque positif oa mil, 
est done 


lv2^-Vc? 

Z9'- 


CC''^ ^V-4-2^ 



e est-a-dire, en elFectiiaiit ia somniation par rapport a 

2 5,2 " x-'y' (t -h cyy- = • ■) = y ^ . 

Mad j6ad 1 ^V y. 

‘V, (V) 


L'ensemble des termes de la serie a double entree envisagee, 
dont nous n’avons pas encore tenu compte, est forme par Ten- 
sembie des termes de cette serie pour lesquels p — v est un nombre 
negatir; ii est identique a I’ensemble des termes de cette serie 
pour lesquels v— a est un nombre pair ; il est done repre- 
senle par 




[2. = I, 3, 5 , 

A- -I, 3, ...J’ 


e'est-a-dire par 



ii.2 





1 

' 

q- x\^y[^‘ 


((J-) 


\l — ql^^x- 



et Fon a finalement, eu observant que le premier membre de Fex- 
pression iC\ Ht) dii n' 482 est egal ala difference eatre la serie a 
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double entree eiivisagee et ceile qiie Ton en dedtiii en cliane’eanl 
X et y en x~^ el 


p'l (' I ) pi (^v) 
P4(.^j p4( J'j 





1 — q''X- 


q‘- i 

\i~cyoc-i 



I 

i — cpy-- 


ce qne Ton pent ecrire, en groupant convenablement ies lermes. 


I ^ 1 ( o ) 2 r 1 ( c' - 4 - tp ) 
4“ (tp) 


^ ly- sinv-tr -r- j— sin [y-tp — ( v ~ 2 f-rr] 
.Zd. ^ I — ‘2 q'f COS 2 TX — q ^ 

(V) ^ ^ 

1 „ 

y q- sinvTri r 4- »'■ 1 

(V) 

"V ^ sin V T.( V — w ) — (jy si n [ < v — •> 7: iv ^ y - (' ] 
Zd ^ I — •> q''^ COS IT. w ^ -y ’ 


I’indice v prend toutes les valeiirs impaires positives. 

On a de meme, en se placant au point de viie de la formiile 
(CVlI,) da n^^ 482, 


S'! (o) 2 ri(e 4- (v ) 

2ri(p;2ri(tv) 


= COL 


P 4 - COtTTtP 



si n 2 t: ( p — w j 



2 sin 2 71 7: ( p 4- tv) — si n [r2 n — 2) t.v 2 nr. w ] 
I — 2 f/-" cos 2 t: p 4- q'^'^ 



„ . sin 2 7 Z 
^2/4 


{ p 4 - tp ) — q-''^ s i n [(2 n — 2 ) t: (p ~ 2 tt i' ] 
I — ‘iq-^^ C 0 S 2 7 :iP -4 q'*^^ 


Findice /^ prend toutes les valeurs entieres positives, non nulles. 

Les expressions des premiers menibres des seize formules 
(CVn^.s) fournissent des developpeineiiLs analogues. Tons ces 
developpenients convergent quels que soient p et (v, et convergent 
tres rapidement. 

484. Nous avons obtenu, dans les numeros precedents, le de- 
veloppement de cliacune des seize fonctions 
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sons trois formes differentes. Si. dans chaciio de ces developpe- 
oienls. on donne a rune des variables p, iv des valeurs particii- 
liores conveiiablemenl clioisieSj on obtient des expressions tres 
reinarquables |tonr les quotients des fonctions .S’, les inverses des 
foriclions les in^’erses de leiirs carres, les inverses de leurs pro- 
diiits deux a deox: c'est de ces developpements qiie nous allons 
dire queiqiies niols. 

All nioven des developpements des quatre fonctions 


r -f- cp) 
(v) 


(a = I, -2, 3, 4 ‘), 


on oblient aiseinent, en faisant tendre (v vers o, les expressions 
des derivees logaritlimiques de cliacune des fonctions 2r(e) 

sous la lorme deja obteniie an n° 469 et aiissi sous d’aiitres formes 
reoiarcjuables. Ainsi, en observant que I'on a 


.. i y, ( o ') STi ( r -J- iv) ) 

Iim ' — ^ — cotTre — coIt.w > 

■51' = 0 ■ 0. r .* ^ 1 ( ) ) 


= iim j 

tv = 0 ( (Vi 


5 'i('r)-+- (v) 

3” 1 ( 0 } (p 


— COtTTP 



3'i (e) 


COtTT P, 


les forniales concernant la fonction 
developpements 


3i (p -i- (p) 
.^i(r).3i (i^p) 


foarnissent les trois 


r- Sin 2 71 7:P. 


r ) ^ 

~ = cot'rrp -T- 4 > 

n — : 

i ^ sin 2/2 TTP, 


: COtZP - 


: cot TIP 


— 00 

, _ ^ 'V' sin ( 2 72 — 2)7:p < 72 /?,(/ 2 -}-i) 


dont le premier nous est connu, clonl le second est une conse- 
quence immediate du premier, mais dont le troisimne est un 
deieloppement bien different qui converge beaucoup plus rapi- 
dement que le premier. On obtient enfin un quatrieme develop- 
pement pour la meme fonction en faisaot tendre c vers o dans la 
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formule chi 481 ; ea rernplaranl eiisuhe vv par i* oa a 


1 ■ - 

— — COlT.V — 4 Sill ‘2- 

Zji ( r;. 


77 — X 

:> V- 


o-“ 


I — 2^-'^ CuS 




11 presente cette parlicuiarite cjue la serie qui v figure esi ioujoiirs 
convergente, poarvii c[ue ne soil pas iin zero de ?. el con- 
serve la meme valeur c|uand on v remplace q par ^~h Landis que 
le premier menibre nha aiicune signilication qiiand la valeur ab- 
solue detest siiperieure a i. Les developpemeiils de celte nature 
figiireront dans le Tableau des ibrmiiles {GV). 


48o. Les developpements de celles des seize fonclions 

ou I’indice de an denominateur n'est pas egai a Ibur- 

iiissent cliacun, si Ton j fait m = o, Irois developpements des 
doLize c|uotients 

5—— (A = 1 , -2, 0, 4 ; ;x = 2, 5, 4,, ; 


on obtient anssi, pour cliacun de ces doiize qiioLients, un qiia- 
trienie developpement en faisant (' = 0 dans les developpements 

de celles des seize fonclions t ^ ^ v ^ ou Tindice de r'l an de- 

:j( v) ( u ' ) ' ^ 


nominateiir n’est pas egal a i, et en remplacant (v par r. \insi les 


formiiles qui se rapporlent a la fonction 
les developpements 


Sr 1 ( — (r ) 
3r^e)Sr4(cv) 


foiirnissent 


I 



^ 4 ( 0 ) 


= y 


2/z — 1 

jlZL 


sin ( 


271 — l)-P=2 


q - sinv-rre 




sinv-e — q''> siii(v — 2) tzc 
I — 2 cos 2 ” C' -i- g-'-' 



= sin Tie 


2/7 — 1 

q - h- 




‘iq-‘ 


^ cos 2 7: e -E- q* 


Les deux premiers developpements supposent 1 p | < | (n*^ 481); 
le dernier est valable quel que soil c. 

On trouvera tous ces developpements dans le Tableau des for- 
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-nii-es CVIir. : a cause de> formnles (XXX^ Is), (XXXVII j_o), 
LXXf,j_s - on en dXliiil immedialement ceiix des fonclions sd, 
ai, dll. de lenrs inverses et de leurs quotients mutoels. 


486. Pour obtenir les deveioppements de I’inverse de la fonc- 
ioii Sj X‘'f. il siiffit de faire 

T 

o 


fans les formnles qiii se rapporlent a la fonction 


^ ( r -T- _ 

^i( r)2ri(tp j’ 

»n a ai nsi 

sin (a 72 — i)t:p — q-'^ sin 2 / 2711 ' 

I ~ 2 ^ 2 /i cosTcr -h q^'^' 

= 4 ^ girifn gin (2 71 — m)T.V, 

sin-nr ^ ^ 

[n, 771 j 

t un troisieiiie developpement a convergence tres rapide que 
ions laissons ail lecteur le soin d’ecrire; on pent d’ailleurs liii 
ubstitiier im autre plus simple et egaleinent tres convergent qul 
[ ete donne par Jacobi. 

Observons d'abord que, dans la derniere formule, on pent se 
lonteiiter de faire parcoiirir a Pindice m tons les nombres impairs 
)05itif5. puisque le tableau a double entree des valeurs que prend 
in 2/1 — qiiand on y remplace /i, par tons les en tiers 

lositifs, est forme de termes mils 011 egaux et de signes contraires : 
m a done 


I ^ .t o > 






1 Pi i i) 

2 pi [ o:) 


{«, [7«) 


u n estun entier positif quelconque et p. un nombre positif im- 
lair, de sorte que les exposants de sc sont tons des nombres im- 
pairs. Groiipons tons les termes de la sme a double entree pour 
ssquels Fexposanl de.2;est egal au meme nombre impair positif v 
t ceux pour lesquels Fexposant de sc est egal au nombre impair 
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negaiif — v; on aura i mined late men I 

r— X 

(jr>— ) 'V __ ] 

r- 1 

= ^ — V (x'^ — X-'^) \ 

X — X-^ ^ ^ Ad ' ^ ^ 

(v) r = 1 

7 '— 3= 

= E * - 5"" (2 - 2 

r=i ' (v: 

/ Xcy''^'^^ qr’r-^l, . 

I — X- q-^' I — X-2 ^2r j * 

La serie qiil figure dans la derniere %alite, mullipliee parx— 
se met sous la forme 



? 1 < n 


X — .r-1 


2 


2^-')'- 


1 -r*^-'’) 


X- -r- X-- — 2 


(I — X- q-^) (r — X-- q->' ) ^ 

en transformant le terme general au mojen de ridenlite 

4 - ^- 2 _ 2 ) = (f — ^ 2 ;-y 2 _ , £ _ (l 

et en remarqiiant que la so mine de la serie 

/• = 30 

/'= 1 

est egale a un, on voit qu’on pent ecrire encore 

■1 pi(^) X — x-^ " (I — x‘‘^q->'){i — x--q-^’) 


II resulle de la que la fonction ^ - - - peut etre mise sous la forme 


L I 

r: (<;) sin-np 


^avSinvTTP (v = i, 3, 5, . . ., cc). 
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av = y* f— 


Oil encore sous les formes tres rapidement convergences, quel que 
soil CD 


t: I r ( smTrr 


4 sin -e y' 


(^l)r-l gr'.r-^l) (j ^ g-r) 
1 — ‘iq->' cosA-e -T- 


sin nt-' ' ' I — cos'iTzv q'*‘' 


Eo cliangeant x en xs/q dans I’une des expressions precedem- 
menl obleniies pour - ^ on troiive de suite 

i <2 Z^{X) 


i 7'= so 

I s"', rf'i __ q* 

'JL I — qx 




r-f-l) 


q- 


,I ^2^2r-r-l 


vOl 

-2^2 7.-iJ 


i)u. en reunissant les fractions qui ont pour denoininateurs 
i — x-q-^'~^ , I — 

i Oli:’ „('—E ^ - y*'"-- 

•>. P4(2V,^ ^ (I_jf2^27— i^('[___^-2^27-lj’ 


formiile qui eqiiivaut a la siiivanle : 


I - 


• 2 COS 2 71 $^ q'''~^ -r- q'*^'—'^ 


En cliangeant r en on a immediatement les formules 

analogues pour les inverses des fonclions et On les 

Irouvera dans le Tableau (CIX). 


4b/. Si, dans les formules qui concernent ou 

. ... Pi(a7) 2ri(pj 

ztlxvj 

TTT7 change cv en — tp, qu’on prenne les 
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derivees par rapport a r, puis qiie Ton fasse c ir. ii vienL d‘iiiie 
part, 


/z = sc 



f (o^) 

sill 


1 11 - , ^ jBsmd 


cos 0( 71 — m) 7 :i\ 


et, d’au tre part, 


P ?(0 

9U.^) 


n — XI 2 n — 1 

^ -T~ r ^="-2 o--2n^2 -] 

, l)y P — 1 — 


5?(o) 

3-|( 

&?(o) 


77 = 1 


COS 2(71 — I j TTl’ — C0S2/Z 7:r 


2r|(p) ^ ^ I — 2^-"-^ COS-ITTC — 


•") ■ \ y.v fj,v 

^rr^l cos(v — ;a) 7 :(.’ = 2-2^ (a-^v) 5 2 cosiS 


a;-c. 


([X, VI 


(tx.Vj 


En cliangeant dans ces formuies x en ix, r en r — i, on a im- 
inedialement les formuies analogues pour les inverses des fonc- 
tions pr,(a::), (v) et On les Lrouvera aussi dans le 

Tableau (CIX)" 


488. Ces divers developpeinents, an mojen des formuies de 
passage, en engendrent d’auLres relatifs a la fonclion rediiite ch{u) 
du n° 371, 


J\3 (U) = 


o' (ll H- Up) 
Cf ll O' Uq 


r , , It liti 



I (o) Srp r -f- tv) 

2 0 Ji ^i(e)^i({v) 


ou anx expressions analogues, ou les fonctions d sont renipla- 
cees par des cofonctions. Comme pour toute fonclion de seconde 
espece, dont Fun des rnultiplicateurs esti, la fonclion =.lo(?7) pent 
servir d’element simple, on a done aussi des developpeinents en 
serie trigonometrique pour toute fonclion reduite de seconde 
espece. 
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Xuus o'ccrirons qiie les deux siiivanls, conccriiant 


~ T.u r.uA 

; ( eot cot 

li'oJ; 2C.U. 


»=* sin — (/zti -i- t/o) — sin — ~ 

iZ: Y 

OJ] 

/; — 1 


T.Uq 

I — 2 < 7 -^^ COS -i- 

COi 


- ll 

cot — — - cot 

2 f-! j 1 


— 'V sin — ( 

2 CO 1 / CO I M^sd CO j 


nu -H inu ^) ; 


in,m) 


ils sonl valables, le premier poiirvu qiie la parlie reelle de 
?oit coin prise enlre la panic reelle de et cede de — — ?? le 
second poiirvii qae les parlies reelles de — . et de — . soient clia- 

^ i ^ coiz; coii 

Cline comprise enlre ces deux memes limites» 


III. — Developpements des quantites 'Oa? 1^? E? • • • 
en series en q. 


489. Les developpements des fonctions doublement perio- 
liqueSj de premiere et de seconde espece, en series trigonome- 
riqiies, engendrent iin grand nonibre de developpements en serle 
30 iir les constantes que Ton a introduites successivement dans la 
iheorie des fonctions elllptiqiies ; dans ces series, c’est g =z 
|oi est Felement; c'est pourqiioi nous les appellerons scries en q. 
X'oiis n‘en citerons que qiielqiies-unes. 

Les developpements (CX'Is) de 'pit etde -r fournissent 
les series en q pour En egalant les termes inde- 

cendants de u on a, en effet, 


J'= to 



ol 

COi 


^ — q^r 



r = l 


DEYELOPPEMENTS EN SERIES TRIYOYOMEiniOrES . I 3 q 

Les Irois dcriii«’*rcs cle ces equations sont identiques aiix rela- 
lions (XML), comme 11 est aise cle s'eii assurer. La I'.iremicre 
clonne j ; eii la relraiiclianl des Irois dernit-res on a 


_zL iii: y iiMzijiLL::, 

6tO£ to I I — 


( CX| ) t e., = ~ -M- 


7'q^ 


I 2. Oi f a> T 


I i — I yv/-" 




rq>' 


1 2 tu I (Ji \ I -r- q'' 

r=i 


Si, dans les developpements (CVFs), on compare les coefficients 
des memes puissances de r/:, on obtient ime suite de series en q pour 
el divers polynomes formes au moyen de e;., g-. 


490. Les developpements (CVIITa) de ^ y que Ton a donnes 
au n® 48o, engendrent des series en q pour /cK-. Si, dans ces de- 
veloppemenls, on fait v = o apres avoir pris les derivees par rapport 
a e, et si Ton lient compLe des formiiles (XXXA L-,), (XXX\ IL), 
(LXXI3), on obtient, en effet, les relations 


y,K 2 =iSr|(o) 2 r|(o) = Y y 




n=zl 
2 n — 1 


(I _ ^2, 7-1)2 






• 'iq'^ 


(I— 5rvy2 


OU V = I, 0, 0, 7, 


Les memes developpements ^ 7 ^^ engendrent aussi des series 

en q ponr /eK, y'A'K, et pour la quantite K elle-meiiie. Si Lon y 
fait p = “ par exemple, on a 

i K = 1 . 1 ( 0 , = 2 =I aL. 


(P-.V) 


(V) 


V"- I ~ q- 

7 - L 
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Si Foil fail c* = - — ^ dans la derniere des series citees, qiii reslc 
coovera’enfe pour ceUe valciir de r, on Lroiive, apres line trans- 

forinalioii facile. 

n=l n=l 

Si Foil fait enfin si Fon observe que les formiiles 

4 

CXXXFV't;'; fouriiissent, poiire= — 7? la relation 


on Iroiive 


^ 2 ' o j ::73 (o} = 


n=i I H- ^ 2 ([X,V) 


(2 [X — 1 ) V (2 [X -4- ir 


■ 491 . Des developpements (CVIII) des antres quotients miitiiels 
de.c;|(r}, ‘^3 (t')7 2^4 (^0 on dediiit de meme, en j faisant 

f — o. ^ ~ ^ 77773 de noiivelles series en q pour K, A'K, 

\ AK, ainsi que des series en q pour A'K, yZ/FK. 

CeiiN des developpements obtenus qui concernent Iv nous four- 
nissent aiissi des expressions en q pour Z'(o) et, par suite, pour E. 
En effet. ie developpement (GV5) de Z[x) fournit, pour Z'(o), 
Fexpression en q^ 

r=l 

d‘ou, en tenant compte de la formule (CIE), [’expression en q 

e = k-2^T'-^- 

Iv ^ I — Q->' 


■ 49 : 2 . Les developpements ((ilX) des inverses des fonctions 
2^2(0), 2/4(0) fournissent des series en q pour /FK, 

y /i'y /FK, y A K. En faisant — o dans le developpement de 

" F'o ) 1 , . 

p— par exempie, et en reduisant an mojen des memes rela- 



D£YEL0PPEMEXTS ex series TRIGOXOMfiTRIQUES. 

lions (XXXV 1) et (XXXV II; qae plus haul, on a 


— K = ~ (o) 

T. 2 


•^3 ( 


f o) = ( — r/’-i q 


( i j‘ I ™ 


Mi 


Ce n’est pas le meme cleveloppement qu'aii n'^ 490. 

Les developpements (CIX) des inverses des carres des fonc- 
lions S-P v) foiirnissent aussi. en donnant a i’ des 

valeiirs particiilieres, des series en q pour les qiianlites /i R-\ 
/d R-, A'/a^K-, el plasieiirs de ces series se presenlenl sous line 
forme differente de celies que nous avons obieniies an n'’ 490 pour 
les m ernes expressions. 

On trouvera tons ces deveioppemenls an Tableau ( CX ) a la Im 
de rOuvrage, Le lecteur les rapprochera nalurellemenl. non seu- 
lement les uns des autres, mais aussi des dcn'eloppemenls en q 
deja obteniis dans le Tome II de cet Ouvrage el, en parliculier. 
de ceiix qui sonl contenus dans les formiiles XXXV i el XXXV II *, 
on oblient ainsi de norabreuses identiles. 
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CHAPITRE VI. 


IMEGRALES DES FOAGTIOAS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 


I. — Integrales rectilignes le long d'un segment joignant 
deux points congrus, modulis 20J1, 2W3. 


i 93 . Avant d’aborder le probleme general de I’integraLion 
fiine fonclion doiibleinent periodiqiie a periodes 2033, le 

ong d'lin cbemin arbhraireinent fixe, il con\ient d’etudier le cas 
3arliculier ou rintegrale est rectiligne, oii le cbemin d’integra- 
ion ne passe par aucun pole de la fonclion el ou les deux limites 
rintegralion sont representees par des points dont les affixes 
ont eongriis soivant le svstenie de modules 2(0^, 2103. Nous 
ndiquerons qir line integrale est rectiligne en mettant un accent 
gaiicbe du signe d’integration (‘). 

Soient t et t' la partie reelle et le coefficient de i dans Tex- 
»ression de t, On sail (n‘' 466 ) que log 2 ^^((^) est 

ine fooction liolomorphe de r dans la region du plan de la va- 
iable liinilee par les paralleles a Taxe des quantiles reelles 
leiiees a la distance de cet axe egale a region dans laquelle 
axe des quantiles reelJes joue le role de coiipure, sauf entre les 
oints o et i . II en resiilte que si Cq represente Taffixe d’un point 
iterieur a celte region et non situe sur Paxe des quantites reelles, 
n pent evaluer, sans aiicune ambiguite, la valeur de Tintegrale 





di’. 


(•) C'est la notation adoptee par .M. Schwarz : Forniules^ etc., p. 3i. 
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On a va, eii effetj que log-Si((') peut alors elre regarde conime 
la somme cle lafonction ls(r) ct d\ine serie trigonometrlque qui, 
elle, definit line fonction holoniorplie a rinlerieiir de la region 
eiivisagee. reprenant la iiieme valeur pour I'o et pour To -7- i : on 
en concliit qiie la valeur de rintegrale envisagee esl egale a 
ls(eo“}- i) — ls(eo )5 c’est-a-dire, ainsi qu'il resuhe de la definition 
de la fonction Is, a — tJ. quand le coefficient de i dans r,) cst po- 
sitif, a~f-7:z: quand ce coefficient est negatif. 


49-i. II est aise d’en deduire la valeur de la menie integrale rec- 
liligne pour une valeur quelconque de I’o = a -f- Ciz, sous la con- 
dition que jj ne soil pas entier. Observons tout d’abord que le 
resultat doit etre independant de a, car si Ton designe par a un 
n ombre reel, on aura 


’ -r -i- 1 



/ 

/ - 

/ - f 

-i- « " 




or les deux integrales 



sont egales, comme on le voit en changeant la variable ddntegra- 
tion en r -h I ; on a done 



t'o -r 



II nous suffira, pour ce qui suit, de supposer que % ne soit pas 
un riombre entier, et le resultat sera done independant de cette 
supposition. 


-49o. Soient ni et ii les nonibres entiers determines par les con- 
ditions 

/?i < a < ^ I , /z < 3 < 77 -i- I ; 


posons en outre 


3 = 71 


et conslderons Fintegrale 


J 
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Hendiie aii parallelogramme dont les cotes sont J 5 j 

i, r,,. Deux cotes de ce parallelogramine soat paralleles a I 

axe des quantiles reelies, les deux autres sont paralleles a la dl~ 

‘ectioii qui va du point o au points; en le parcourant dans le sens ^ 

|a'indlque i'ordre de succession des sominets, on voit qu’on le J 

lecril dans le sens direct on dans le sens inverse, siiivant qae 7i 
?st posilif ou negatif; les zeros de la fonction &^(e) conLenus a f 

'iiiterieur de ce parallelogramme sont d'ailleurs les points ^ 


771— l -T- 2T, 


dans le premier cas, les points 

771 -4 u m ~ I — T, -i- r — 2T, 


■ T -f- I ) T 


dans le second; leur nombre est toiijours egalaj/i|; cliacun d’eux 


3 Sl on pole de la fonction 




dont le I'esidu est i ; I’integrale 


i(D ^ ’ 

consideree est done egale a ih a | /i | suivant que Ton a marclie 

dans le sens direct ou dans le sens inverse : elle est, dans lous 
ies casj egale a 2 nrA. Elle peut d’ailleurs ^tre regardee comnie 
la so mine algebrique des integrales 


’ -i- 1 > -4-1 f ^('0 -4- 1 t 

/ “^ / ~~ j “ / ’ 


raais la seconde et la quatrieme de ces integrales sont manifeste- 
liienl egales; on a done 


f -4- 1 C^J 


f 


'’iM 


dv - 


/ cr-7 dv = 


et, par consequent, comme iv.Q est dans la region etudiee an n"* 493 
et que, le coefficient de i dans tuo etant positif, la premiere inte- 
grale est done egale a — on a 


cGxviio 

^90. II 6sl aise d cn deduire la valeur de Pinte^rale rectiliffne 



^'1 ( f ) 
-i(0 
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oil maiiiLenain il esl oecessaire de sunooser c 

i i- 

nombre eiitier. 

L'egaiite 

O’ ; ^ \ 




qiii se dMail imniediatement de la formule !'XLIII,;y donne. en 
elTet, 



et, en cliangeanl la variable d’integralioa v en tt, ce qiii n'akere 
pas le caracLere recliligne de rintegration, 



on a d’aiileurs 



et, par consequent, en appliquant le resultat precedemmeiU ob- 
tenu, 

^CXV^I,) r ‘ dv=-~ i(2 1>0 -h T ) ^ ( i I) r 1-. 

*■ t’lf / 

497. Si mainlenant on $e reporte a la formule (XXXIIl/f 

" oJi ' 2Wi (r j ’ 

Oil 2 i-iOi, et si I'on remarque que, Tun des deux points r 
decrivant line droite, il en est de meme de Tautre, on obtiendra 
immediatement les consequences suivantes : 

Si Foil pose, en designant par a, p des nombres reels, 


T. et M. — lil. 


— 2aoji-^ a 3 <^35 


10 
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si i'on designe par m el n des nombres 

,es coiidilioiis ^ ^ 

m < a <: ni — I, n ^ ^ 


eatlers determines par 
71 I , 


■>ri aura 

■ - 4 - 2 W; . • 

I / -r// ar,if Wi) — (a 77 

'CXVO.I 

I I ‘C,udu — a '/^s t I ) 'i: 7. 

^‘ .1 

Pour la premiere integrale, on suppose seiileinent que f. n’est pas 
entier, pour la seconcle que a n^esl pas entier. 


498. Solent r, s deux nombres entiers premiers entre eux. 
Adjoignons-leur deux autres entiers i\ s' tels que Ton ait 

rd — r' s r-z 

el posons (XIX, XX) 

Oj = r toi - - s tos, Hi — /* 'Oi ““ ^ '03' 

O 3 = 7 ''tOi — s' t-j 3 , 113 = -r- s r^3. 


Vppliquons les resultats precedents a la fonction 

nous aurons. en supposant toujours Fintegrale rectiligne, 

j ^ 77 ” ' 2 . Hi f 77o -T- n 1 ) — (/2 N -f- 1 ) ~ i ; 

'■■II,. 

le nombre entier N est delermine par les conditions 


N < S 7’ — a5 < N -7- I , 

piiisque Ton a 

U,y := O a COi ‘2 3 t03 2( a/— 3 7'') ft i -H 2 ( ^ 7^ — ^ 5 ) • 

On pent done ecrire, en supposant r , s premiers entre eux, 

'' ~ 2 r (j) ; ~ 2 5 W. 

/ ^77 dll = 2('7’V-i-t- STls) (UQ-h riOi~- — (^N -r- 1 ) 7 : 7 . 

* «i! 

En observant que la valeur de N ne change pas quand on rem- 
place oc par a-f-r et ^ par ^-t-5, et en remplacant successivement 
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dans cetle formule u^^ par — — v,soj... Jcoj.., .... 

UQ—2{y — I ) ( /*(•}, — .? to ;>') cl ajoiilant. on trouve 


XYIL) 



6 );— 

^ II dll 2 ’> ' r i — .S' r .'i > LI v lv i - - v c*i , 


‘A — i 


et, par conseqiienL dans ies memes conditions 



En resume, on a ie mojen d’obtenir loiites les inlegraies recii- 
iigmes de la forme 


' “ 2 r (o j 2 (ji- 

I tiidu. 




ch'. 


Oil ;* et 5 sont des entiers qiieiconques. Disons encore tine fols 
que le segment de drolte qui va de a — *2/’t0t-~ 25103 ne 
doit conlenir auciin pole de 'Cu, 

En prenant dans Tavant-derniere egalite r=-s=: — i. on ob- 
lient 

/ tu da = -2 r^2{Ui)-r- 0)2) — ( 2 2 ~ i j :: i\ 

*• /o 


oil p. est Lin entier determine par la condition 
u < a — 3 < ;jL -4- I , 

et qui est evidemment egal a m — a on a m — ;? — i . 


499. Les resuUats qui precedent permettent evidemment d'ob- 
tenir les integrales rectilignes de la forme 



If,) 


ou o{u) est line fonclion doublement periodiqiie a periodes 2 toi. 
2103 et ou 5 sont des entiers qiieiconques. 

Si, en effet, on decompose la fonction tp(?/) en elements simples, 
on obtient ime somnie de lermes de la forme 


d'^tiu — a'\ 


u — «), 
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[iiuiiiplies par des coiislanles. Les termes de la premiere sorle 
s'inlegTent iiiimediatement ; la parlie qii’ils fournisseiit, dans Te- 
mluatioii de ilotegrale envisagee, ne depend qiie des limiles et 
Qullement dii cliemin dantegradon, puisqiie la fonclioii — a) 
?st iinivoqiie ainsi qiie ses derivees; pour cliaqiie pole a, cette 
3artie esi nolle si n est plus grand qne i ct egale a 2^7^ -h 2^7i;5 
;i n est egai a i . Les termes de la seconde sorte peiivent etre eva- 
mes par ce qui precede : en posant ~ Uq — <7, on a 

/ t — a) dll = j du. 


oOO. Si; par exemple, on prend pour o{u) la fonclion 


g( u) 


2 pu — pa 


^(li — a) — ^ ^ a, 


)ii a est une conslante qii’on peut siipposer mise sous la forme 
ly/cjji -7- 2|j^W35 y/j elant des nombres reels, on aura, en desi- 
iuant par r, s des nombres premiers entre eux, 

/ c(u) dll = — ^r,3) a 

-r- 2 ( rcoj -i- 5 0J3 ) ^ -i- 2 (' X — n' ) i, 

►Li X el x' sont des entiers determines sans ambiguite par les con- 
iilions 

X < ^ — as < N -r- 1, 

x'< ( S — j^') 7* — (a -- a') s < I ; 

3 cas on Fim des nombres jS/’ — a5, (|3 — ^y)r — (a yl^s sc- 

ait enlier doit eti'e exclo. 


II. — Integration le long d’lin chemin quelconque. 

Cas general. 

oOl. Lorsqiie Ton a a integrer une fonction doublement pe- 
iodiqueof?/) a periodes aw,, 2W3 le long d’un cliemin deler- 
dne(C),aJIant dmn point Uf^ a iin point ilfaut d’abord, pour 
ue la question ait un sens, que le cliemin d’integration ne passe 
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par ancan p<Me de Celle coaditioa dlanl vJriilde, k niarche 

i^’cnerale consisle k decomposer la fonclioir *. u ■ on eleriients 
simples; '^(u) esl alors une somme de termes de ia forme 

rty: ' ji — a ) 

: , ^ ; 

dW^ 

iiiiiitiplies pjar des constanles. Les termes deia premiere sorle s’ic- 
teg-renl immediatement, et la parlie qii'iis fouriiissent dans reva- 
luation de rinlej^;rale envisagee ne depend qiie des liniiles Wo 
et iiij et nulienient dii chemin d’iiitegration. Oiiant aiix termes 
de la forme iC' z/ — a ), on les integre en parlant de ce que Foil a 

dXoiz^di — a) 

Li ii — a I — ^ : 

du- 
lls introdiiisent par integration des termes de la forme 
log :?' ( z/ 1 — a;, — log ^ • Uq — a ). 

La valeur de celle diflfereiice nkst delerrniiiee, pour des valeiirs 
donnees de zzo? q'-da im multiple pres de 9. it., et ce multiple 
depend essentiellement dii cliemin ( C i. 

G’est la determination de ce multiple dkpres la nature du clie- 
min (C) oil, si Ton vent, le clioix des determinations des loga- 
rithmes qui est Fobjet de ce paragraphe. 

502. La question ne se pose pas quand les invariants gz de 
ia fonction d u sont reels, que le pole a est reel et que le ciiemin 
d’iiitegration est Faxe des quantites reelles. On ne pent alors sup- 
poser que Faxe des quantites reelles condenne entre Uq et iin 
zero de la fonction d(u — a), qui serait un pole de la fonction 
o(z/.); ii en resulte que les deux quantites d(uQ — a). d(ui — a) 
sont de meme signe, et la parde de Fintegrale qui provient do 
terme l(u — a) est alors 


(CXVII;) 



Z{u — a) dll = log 


d jui — a) 
T(uo—cz)' 


oil la quantile dont on doit prendre le logarillime est positive et 
ou le logaridime a sa determination reelle. 

La question ne se pose pas non plus lorsque les invariants etant 



lOO 
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toujours reels, le cheiiiin d’integration est une portion clc 1 axe 
des quantiles purement imaginalres, et que le pole est un point 
situe siir cet axe. Les relations d’liomogeneite (VIIl) donnent, en 

effet, ies formules 

^ ^ j O 2 ? .^3 ) " g-l^ ^3 ) ? 

t ( iu \ gz ) •— — S ( : .^2 J ^3 'l ? 

P ( ill ; ^2, gz) — — P ( *3 g‘23 <5 3,)? 

iiiais si Ton considere un poie d’affixe ia^ et le cliemin d integration 
rectiliane qiii va dii point an point Uo-, etant reels, 

on lie pent supposer que ce cliemin contienne un zero de la fonc- 
lion g., 5*3]; en resiilte que la fonction reelle 

— ggj conserve le meme signe quand a varie de u^^ 
a u- Dans ces conditions on aura 


tCXYn,) 


i f 

] ff/o 




■a; 


^3) dit - log 


<i(ui — a\ — g^') 

^ {^LIq CC 1 g'l J gz ) 


en conservant au logarithme sa signification reelle. 

o 03 . Mais le probleme pose ne pent etre evite en general. II 
est clair toutefois qu’il sufGt de le resoudre pour la fonction '(,11, 
puisque, en designant par (C) un chemin quelconque et par (C) 
ce que devient ce cliemin (C) quand on lui fait subir une transla- 
don egale an segment de droite qui va dii point o au point — 
on a 



II est clair aiissi, en vertu de la formule (VI3), si Ton sait 
effectuer Fintegration pour un cliemin (O), on saura I’elfectiier 
pour tout cbemin (C) qui se deduit de {d) par une translation 
egale au segment qui va du point o an point 2/^0)^ -f- 2.90)3, en de- 
signant par r et 5 des entiers. En supposant, par exemple, que le 
cliemin (C'l soil dans line region oii lo^du ait ete defini comme 
line fonction holomorphe, si Ton fait se correspondre les points u 
el par la formule 

a — u'-h- 2 rL 0 i 2 ^ 0 ) 3 , 
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on aura, en desiguant par u\ les points qiii eorresponden: 
a 

(CX\ H^;) r 'ill clu — log CTiOj — \ \ i/ . - - ft ' 

Or, si i’oii considere les paralltdes a la direction qoi va dn point o 
au point oj,, menees par les points d'affixe i/in — i soji. ou ti dd- 
signe Liii enlier positifoii negatif, ces paralleles separeroril le plan 
en bandes, dont chacune poiirra, pardes translations du genre de 
celles qiie Ton vienl de definir, etre ameiiee siir telle baade qiie 
i’on voiidra, par cxemple siir la bande (Bo ? qni conlient le point o, 
el clans laqueile log^n est defini (n"470) coinme ime fonction 
bolomorphe, sauf toutefois siir ia coiipure qiie comporte cette 
bande. Or le cliemin ddntegration, quel qu'il soil, se compose de 
parties dont chacune appartienl a line seiile bande et pent ainsi 
etre ramenee, par translation, a etre sitnee dans 5 Bo). On poiirra 
done se borner a considerer des cbeinins d iiitegralioii siloes 
dans (Bo). 

La meine reduction s‘effectue encore en appliquaiit le llieoreme 
de Cauchj 3o2) : on pent, en efFet, substiluer au chemiD (C 
un cbemin (O) ayant les memes extremites, tel qii'oii puisse de- 
former le cliemin (C)pour I'ameoer sur le cbemin ((7) sans passer 
par aucun pole de Le meme tbeoreme periiiet meme de sup- 
poser qu’un OLi piusieurs poles de se trouvent a rinterieur de 
I’aire limitee par les cbeniins (C) et (C' ) pourvii qu’on en lienne 
compte. Si le cliemin (C) va de ii^ a Ux on deteriiiinera dans (B^ * 
deux points u\ respectivement congriis a Uq. ii^ modulis 20 )^, 
2 ct> 3 , el Ton substituera au cbemin (C) le cliemin (O) compose dii 
chemin rectili gne qiii va de Uq a d’un cbemin quelconqiie siliie 
dans (Bo) allant de a u\, et enfin du cbemin rectiligne allant 
de ii\ a Ux, Les integrales rectilignes s’obtiendront par la for- 
mule (CXVIIo) et ii ne restera plus qu’a effecLuer rintegration ie 
long dll cliemin situe dans (Bo). II va de soi qu aucun pule de ->^11 
ne doit se trouver surle chemin (07. II ne faudra pas oublier de 
tenir compte des poles contenus entre (C) et (O'). 

S04. Quant a Fiiitegration le long du chemin situe dans (Bq), 
on pourra se servir, poor reffectuer, de la definition de logcf;/ 
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Jonnee an a" -470 el de la serie irigonometriqiie. Mais il faiidra 
faire allenlion a la coiipure : on poiirra toiijours I’eviler en appli- 
qiianl conveiiablemeot le dernier precede; sinon, on devra aior- 
celer le cliemin en parties qni ne la traversent pas el effecLuei- 
!' Integra lion ie long de cliaque partie de cheniin, en se rap pel ant 
que les valeiirs de log^'w ne sont pas les menies siir les deux bonds. 
Xoiis aiirons Toccasion d’appiiquer cette reniarque dans le pro- 
cliaiii para graph e. 

bOo. Piappelons enfin la foriniile, deja nliiisee an n° 497, 

.CXVIIfi f 'tudu=^ ^(u]-ul)^ f 

J„ ' 2C0i ' ' J 

ii est egale a 2 t 0 i e et les chemins d’integration se correspondent: 
ils sont semblables (et ineme lioinothetlqiies quand est reel); 
le centre de similitude (on d’homotlietie) est le point o. Cette for- 
mule monlre qu’il suffit de trailer le probleine qui nous occiipe 

dans le cas oii le signe / porte siir la quantile s-^r* 

J ^ ^ Sri(p) 

Quand on se donne la valeurde c, la valeur de (V) estdonnee 
par line serie tres convergente, de sorte que Ton peut aisement 
calculer la valeur de Icg.^, (p) avec une tres grande approxima- 
tion, sauf toutefois un multiple de qui est entierement in- 
connu. Poor determiner ce multiple, il suffit de calculer directe- 
iiient log S^ (r) au mojen des formules (CVb , C\C), avec une erreui 
moindre que t: en valeur absoliie, done, avec line approximation 
assez grossiere. Afin de savoir combien de termes il faut prendre 
dans le developpement de logS^ (p), donne par la formule (CVo), 
pour avoir la valeur de ce logaritlime avec une erreur moindre 
que t: en valeur absoliie, nous allons evaluer une limite superieure 
de la valeur absoliie de la somme 
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et, par suite, h designant la valeiir absolue de rj. 

r r 

; •> sin C — A-- / < 

la deniiere inegalite resultant de ce qoe la foiiclion jj — de 
la variable positive a: grandit lorsqiie.r diminue et de ce qoe. si 'is 

esl positil, h- est plus petit que A'e. On aura done 





Le second meinbre de cette inegalite peal d'ailleurs s'ecrire. eii 
^^upposaiit 

Av'f I -f- //'• i ^ I — A" A^’ 
r(i — A ^7 F— ~ * 

On en deduit, pour /? = i. 


et, pour 71 ^ i , 



A" /, I h 

im ( '°§r-r7i - 7 


Lcs seconds membres vont manifestement eii grandissant avec h. 

On trouve que log ~ ^"j^ est plus petit que t: pour A o,5j. 

Si h est inferieur a cette iimite, le caicul de la somme de la serie 
qui figure dans la formule (CVo) est inutile ; or, on verra que dans 
les applications les calculs peuvent etre diriges de facon que h 
reste tres au-dessous de cette Iimite. 

Pour h egal ou inferieur a o, 78 on trouve, de nieme, | Ro | •< t: 
en sorte que, dans ce cas, il siiffirait de caicul er un terme de la 
serie (CVo). 

On voit done comment rindetermination pourra toiijours etre 
facilement levee. 

11 est bien clair que le meme precede s’appliqiie aiissi bien aiix 
expressions de lo^doiiu) ou de log (^')) <^<^tiiiees par les for- 
miiles (CVR, CVo). 
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III. __ Seconde metliode ne convenant qu’au cas normal. 

506. Nous alloiis resoiidre le meme probleme qiie dans le pa- 
agTaplie precedent, eii suivant line methode toute differeiite, qui 
oils foiirnira des renseignements inLeressants et utiles, concer- 
anl la fonctioii mais qui ne convient qii’aii cas ou 4 esl 

[n no mb re reel et positif. 

Xoiis etablirons d'abord la proposition suivante ( ' ) : 

En supposant que soil reel et positif, la par tie reelle et le 
oefficient de /, dans la fonction S, (a -h | t) ou a, p designent 
es variables reeiles dont les valeiirs absolues sont inferieures ou 
gales a sont respect! vement da meme signe que a et p. 

Xous designerons le point S, (e) comnie Eimage du point ^ ; si 
e point V decrit ime figure (F), le point (p) decrira line fl- 
are (F') qui sera Pimage de la figure (F). On sait que dans ce 
lode de correspondance (representation conforme) les angles se 
onservent. 

X'ous allons determiner les images R^, R^, R^, R',^ des qiiatre 
ectangles R^, R2, P13, R/, dont les sommets siiccessifs ont respec- 
i\enient pour affixes 



11 soffit de faire cette etude pour le rectangle Ri, car si I’on 
ose, en general, 

ii A et B designent des nombres reels, on aura 
2ri(a — pv) — A — Bi, 

jSj.. — a — 3 t) rr. — A — B/, Srii' — a -h pTj = -- A h- Bi, 

uisque, d'une part, la fonction S,(f) prend des -valeurs imagi- 
aires conjuguees pour des valeurs imaginaires conjuguees de v 

( 1 I'oyez ScuwAiiz, Fornmles, etc., 11 " 51. 
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et qiie, d’autre pari, cette fonction est impaire. Par consequent, 
ri' et seront symetriqiies par rapport a Faxe des qiiaiitiies pu- 
rement imaginalres ; R' et R^ seront symetriques par rapport ao 
point o; R'j et R'^ seront symetriques par rapport a i‘a\e des 
quail lites reelles. 

507. Tout revient done a etiidier Fimag-e Pi.’, du rectangle Fj. 
Siipposons qiie le point v decrive ce rectangle dans Ic sens direct 
en partant du point o. Quand v croit par valeurs reelles de o a -- 
la fonction (p) est reeile et croit depiiis o jusqu'a 

ainsi qu’il resulte diin“ 175 et des formuies (’XXXR o (XXX\ : 
le point Si(p) decrit done le segment de droite qiii va (‘) du 

point o an point )• Siipposons, maintenant, que le point p 


-J 


T T 

2 -2 


(Rj'j 

{ R , ) 1 


_ £ 

0 


(Ra) 

fR^) I" 

i 


-z 



'■i 

2 - 



( 1 ) Sur la figure, on a suppose g = o,S et Vima^e est reduite au quart des cj 
mensions reelles qu’elle devrait avoir par rapport a celles des rectangles K,, h. 
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lippusant qiie la variable reelle a croisse de o a i; 

>r alors a f a - ) : c'esl une qnantite reelle, positive et 

roissaiite avec a, ainsi qii'il resulte immediatement de la for- 
Qiile '“XXXIL’) qoi montre que la fonction So (/(•’), ou c esL une 
ariable positive, esl une somme de termes positifs qui croissent 

cuis avec i*: lors done qiie a croit de o a i, la fonction So 
roil en restaut reelle et positive de So(o) a 

^ ) r-r Sj ( O ) = cf ^ q Q CJ T, , 

n sorte que, lorsque le point c decrit le second cute du rectangle, 
on image deceit le segment de Taxe des qiiantites reelles qui va 

u point Si ( -i ) ail point Si p- )* 

Tandis que le point o decrit les deux premiers cotes du rec- 
ingde qui se reunissent a angle droit an point son image 

ecrit deux portions de droite qui sont dans le prolongement 
line de raiitre. Cette contradiction apparente avec le principe de 

i conservation des angles tient a ce que, an point la derivee de 

i fonction Si ) est nulle (XXXVo). 

Suj'jposons, maintenant, qne le point p decrive le troisiemc 

ute du rectangle, qui va du point au point on fera 

= et I on fera croitre la variable reelle a de o a i; on 

Lira alors 



Lorsque y. croit de o a i, la fonction S3 ( est reelle, positive 

t decroit i n*^ 1 io j depiiis la valeiir ^2(0) = qo^l jusqu’a la va- 
uir d’ailleurs, la valeur absolue de Si (p) est 

" S3 (J ]; son argument est le point S., (p) decrit done, dans 

:s meoies conditions, une portion de courbe repi^esentee en 
Dordoiinees polaires p, to, qiiand on prend I’origine pour pole et 
axe des quantiles reelles positives pour direction positive de 
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I'axe polaire. par I c^uaLion 

cu 

? ^ i z / ^ 

clans JacjiiGllG on (ic\ra fairc vuricr co cIg o h — • OgLIg courljc rciir 

le point 2?, ( — j. sitiie siii- I’axe des quantiles reelles, au point 

( 2 ,)’ snperieure de I'axe des qiianlites pure- 

nieiit imag'inaircs ; le rayon vecteur c[ui va clii point o a iiii point 
de la coiirbe decroit a mesiire cprii toiirne dans le sens posilif i * . 

Supposons, enfin, cpie le point e decrive le qualrieme cole du 
rectangle qui va du point ^ au point o. La fonction (c) est pii- 
rement imaginaire; le point Si(r) ira done, en reslanl siir Faxc 
des quantiles pureinent iniaginaires, du point i ^ I au point o; 
du reste, il est bien aise de voir, en I'aisonnanl comnie au n” 175. 
que le coefficient de i dans (r). quand croit, par valeiirs po- 

sitiv^es, de o a — est positif et croissant i - n 


(’) Celte courbe peut, suivant les cas, presenter on non, un point crintlexion. 
(“) Reprenons les notations du n“ 175 et posons 


c; = iiv, /(iv) = -r iiv ), f’ ( iv ) 


. ( j • 


On deduira de Tegalitc (XXXIII.) la siiivante : 


d f { j 


J' j^jD(2(o,zu'; -T- ^ : 


dw f ( u’ ) 

la fonction reellc est egaic a — x pour u’ — o; clle est croissante 

quand w croit par valeurs positives jusqu'a la valeur w = = A qui annulc 

sa derivee; pour cette valeur de w le second membre est egal a 


\ 

quantite negative (XXX.) ; lors done que tv croit de 0 a A par valeurs positives, 
la fonction decroissante 

/Wtv) ^ .3r; (nv )^ 

/(tv) Srjftv)’ 
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En verlu dii priiicipe de la conservation des angles, la lignc 
coiirbe, image dii troisieme cote du rectangle Rj, rencontre a 
angle droit ies axes des quanlites reelles et des quantites piire- 
iiient imaginaires siir lesqiiels sont situees les images des second 
el r|oatrieme cotes de ce rectangle. 

En resume, qiiand le point r decrit le rectangle R dans le sens 
direct, en partant dii point o, son image decrit, aussi dans le sens 
direct, ie con lour Pd ddine aire limiteepar le segment de Paxe des 

qoaulites positives qiii va dn point o an point 

|>assarat par le point ( M- portion de coiirbe qui re- 

jfdnt le point ) an point (dj’ enfin, par le segment 

de l axe des quanlites purement imaginaires qui va de ce dernier 
point ail point o. 

508. Xoiis allons montrer que Paire (Ri )? limitee par le rec- 
tangle Pij. a pour image Paii'e (R',), limitee par le contour R' . 
A cliaqiie point situe a Pinterieur de Ri correspond evidemment 
on point et un seiil situe a Pinterieur de R^, . Inversementa chaque 
point a. situe a 1 interieur de R'j, correspond un point et un seul r 
situe a Pinterieur de R^ ; en d'autres termes, Pequalion en c 

(c j — a = o 

admet line seule racine figuree par un point a Pinterieur du rec- 
tangle R|. On sail, en efiet, que si une fonction /(r) est liolo- 
morplie a 1 interieur d un contour (C), le nombre de zeros de/‘(o) 
contenus a i interieur de ce contour (G) est egal au quotient par 
■I IT. de i'integrale de la fonction cnog/(c), prise le long de (C) 
dans le sens direct, ou, ce qui revienl au meme, au quotient par 
‘iT.de la quantite dont s’augmente Pargument de /(c), quand o 
decrit le contour ( C) dans le sens direct. Mais, lorsqiie le point v 
decrit le contour dans le sens direct, le point (c) decrit 


« elle est done toujours positive. Dans ce meme intervalle la fonction 

f{iv) lie s annule que pour a’=o; elle est toujours positive pour fp = la 

lonction /\Xc) est done, elle aussi, toujours positive et la fonction f{w) tou- 
jours croissante, ce qu'ii fallait demontrer. 
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ie contour R'j dans !e sens dlrecl et le seguienl de droile *_|ui ioinl 
le point a an point S’, (c) tourne aiitour dii point a. dans le sens 
direct, d’lin angle egal a 27:; I'argament de S, i'rl — a aiianienle 
done de 2-; done le norabre de zeros de la foiiction liolornorphe 

(r) — <2, conteniis a riiiterieiir de R., est egai a i . 

De ee que (R.'^) est 1‘iinage de ('R.,), il suit qiie la parlie rddle el 
le coefficient de i dans la qiiantite S, (a-r- on z et S sonl de- 
nombres reels, cooipris enlre 0 et sont posiiifs: on |>eut mriiie 

ajouter que la parlie reelle est inferieiire a .S, ( ^dZ_: 

Des conclusions Louies semblables s'appliquenl aux images il.,. 
Pdj, des rectangles Ro. R:>.* R', ? images qoi se dedoisent toutes 
de par sjmetrie. Les contours iR, IR. R' !i mi lent des a ires 
(RR, (R3), (Pv.) sont les images des aires (Pi^d ( P03 b ( Pi.i • 
limitees par les rectangles K2. Pv:>. Rv Quand le point i* decril 
dans le sens direct un des contours lU, Fi'., son image decrit 
le contour correspondant dans le sens direct. 

509 . Pie m a T- q u o n 5 , e n fi n , que les q 11 a tr e a i re s [ li , ) . (' R ^ , * ' Pi 3 ) . 
(R.R forment, dans leur ensemble, ime aire (R 'i. limitee par un 
rectangle R; cette aire a pour image Paire (Pv), ensemble des 
aires (RV)^ (^^'2); limitee par un contour simple Rb 

forme par Parc de cour]3e qui a ete decrit plus haul et par des arcs 
symetriques. 

Il est des iors aise, en pratiquant ime coupure dans le rec- 
tangle (R), de defiiiir dans ce rectangle log S’, (r) comme one 
foiiclion ixnivoqiie, le coefficient de f, dans celle fonction, etaiiL 
Pargument de .S, (r). 

Lorsque c est un point de (R). point de (R^j- 

Lmrgument de S,(p) pent etre defini, sans ambigiiite, si i'on 
pratique dans (RR une coupure quelconque, allant dii point o a 
un point de Pd et ne se croisant pas elle-meme; pour nous con- 
former aux habitudes, supposons que cette coupure soit pratiquee 
le long de Paxe des quanlites negatives du point o an point 
en passant par le point ^ ); le segment de 

droite qui va du point o au point S, (^— ^ j est Pimage simple du 
segment de droite qui va du point o an point - dans ie rec- 
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laiia'le /R . le segment de droite qiii va dti point STi ( — - ) an 
point .'^7; ! IRRIL: * est a la fois I’iniage du segment cjiii va dii point 
an point — -* et dii segment qiii va dii point — ~ an point 

Z“ LR_i. (jii regardera la coupiire totale comme ayant deoxbords^ 

iiri bord snperieiir siir lequel rargnment de .S’! (e) est tt, on bord 
iiiierieur sur lequel cet argument est — t.. Pour les points (e) 
de : R' - c|ui lie sent pas stir la conpure, i’argument de (e) est 
coinpris entre — et — t:. Pratiqnons, de meme, dans (R) une 

coopiire rectiiigne allant de o a — ^ et designons par (Ro) la 
ilgore ainsi modiiiee, dont le contour est forme par la droite qui 
va dll point o an point — ^ (bord siiperieur de la coupure), les 

•J . . • T . I . — I ”4— 'Z 

droites qui vont successivement du point — - an point — — ? 
de ce point an point - ■■---■■ ? de ce point aii point R--— , de ce point 

an point — de ce point an point — ^ et de ce point an 

poinl 0 I bord inferieur de la conpure). Le contour de (Ro) est 
simple; la fonctioii log.^/< (e)definie comme etant la valeur prin- 
cipale du logaritlime de S, (e) est regiillere en tout point e sitne 
a 1 interieiir de (Ro)* Sur le bord superienr do la conpure et snr 

ie segment qui va de — ^ a — le coefficient de i dans logSr., (e) 
est il est — t: sur le bord inl'erieur de la coupure et snr le seg- 
ment qui va de — ^ a — La fonctioii log Si (e) est definie 

sans ambiguile pour tons les points de (Rq) et de son contour, 
said an point o, a condition de distingiier les deux bords de la 
coupure. 

olO. Si i'on designe par Vq et deux points interieurs a (Ro) 
et si Ton imagine un chemin ailant de t^o a et dont tons les 
points soient interieurs a Ro, on aura le long de ce chemin 
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Oil nous cidopLcron s riour r la J’-Uiviilioo i>re_'Ca'-!-aa!a "Ol i;xf;c. 

Cette eg-aiite subsisle lorsque iiiii des points e,,. a. \iani sue ir 
contour de (Ry'; el ineine sur ia coupure. niais il irup-ilu !.;e ilb- 
tingiier sur quel borJ (ju se lri.>u\e: il suidl p«jiir tCa do- et.;ns:- 
derer les poiots inl'iniEnenl voisins de Vj sur le cheudu d'iuO''- 
graL’tOii. Eile subsisle encore si les deux points i'.j. a, .'■out sur dj 
coupure et si riotegraie est rectiligne; on |)eLU, dans ce eas. s>- 
placer iiidilFereminent sur an Lord ou sur I’aiilre, inai^ il esl in- 
dispensable de regarder les deux points a, euinme p!aee- sur 
ie meme bord. 


oil. Supposons inainteiiaiiL que. eu ailant de a.* a vU, par la 
cliemiii d’integration , on 1 ‘esle toujours dans le reclangle Ci o 
mais qii’on soil oblige cle traverser la coupure an point a', par 
exeiiiple, en passant de has en liaut. Xoiis distingiieroiis les 
points v\, C, de meme aflixe que a' el silaes Euii sur le bord inb'- 
rieiir, i’autre sur le bord superieur. On aura aiors 


ou il est eotendii que les integrales portent sur la meme quanlifr 
SbL-bj! et que ics inlearales du second meaibre sont resj>ectivemeiH 

etendnes aux deux portions du cliemin d integration qui voni 
de Co a a',, de a^ a Ci, lesquelles ne Iraversent plus la coupure. De 
eetle egalite et de ce que log.'E^p'a' o logd^T., Cd. ) out irienie parde 
reelle, taadis que leurs parlies iniaginaires soul respecti\ emeol 
egalcs a — et — t,i\ on deduit 




dv 


-T3: logs’! (v’pj — logSi(ao j — log.'^i(ai < — lo 
~ 1 o g .iv ! ( a I I — f Cy ) '.iTz i . 


D’lme facon gcnerale, en supposant que le cbeniiii d integTa- 
tion nc sorle pas du rectangle (R), on aura 


(CXVIir,) jT^ logS, — logSi(t>o)-!- 

cn acloptaol pour les logarillinies leurs determinations princi- 
T. et M. — III. “ 
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^ales el ea desigiianl par \ un nombre entier que roii oblieiit en 
joiitani aukiiit d'liniles posilives que le cbemiii criiitegralion tra- 
erse de ibis fa coupure en alianl de liaiit en bas, ct aiUant d’unites 
[e^^atives que le clieinin (rinlegration traverse de fois la coupure 
n allant de bas en haiU. 


ol2. Consideroiis. par exemple, I’inlegrale rectiligne 


'r 




civ. 


u i y esr on point do segment de droite qui va du point — ^ 
a psvint - d— __b-. arexcUision du seal point — - • Le chemin d’in- 
egration ne traversanl pas la coupiu'e, on aura 


r 

f 








civ ^ logS'lC ro -r- r) — log3'i(ro) • 


deux nombres S^(ro-r-i), Si (co) sent reels, egaiix eL de 
ignes contraires : siiivant que le coefficient de i dans Cq est po- 
ilif on negatif. cd?st-a-dire siiivant que le point Pq esL situe sur 

iin oil FaiUre des segments qui vont du ])oint — d ^ux points 

_L — , I'argiinient de ((’o) est — - on — t: ; d’aillcur.^ 

argument du nombre positif S, (t’o-f- t) est mil; on aura done, 
liivant que le coefficient de f dans I'o est positif ou negatif, 


IWni.. f 

513. Les deux resultals contenus dans la derniere formulc 
euvent etre relies Fun a Taiitre par le theoreme de Gaucliy qui 
ermet plus gendralement de deduire toutes les integrales de la 

>rme / ~ ~dv de Tune d'entre elles. 

Soient, en efiet, Co, tr,, deux points quelconques tels que les 
aralleles a I axe des quantites reelles menees par ces points, et le 
?gmenl de droite joignant ces deux points ne contiennent aucim 
u’o de la fonction Soit Cq celui des deux points situes le 
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|)[ns bcis 5 considcrons alors Ic d.jrit i-:'S S;'s!inric'l> 

sont Ty, Ty — I. fry— I. ; en pareouraiil ce r>ar;- dr'! '.^rLriirrif.r 
de inanlere a rencoolrcr les sojiiinets dans Tordr^* ..n 1 *' 

parcourra dans le sens direcL Si A esl nn sjoinl rue! .-ijna'i'? du 
segiiienl cpii joinl les points r^, si B esl le d'ii^ler- 

section dn segment niii joinl les points r^j — i , -- i et de la pa- 

rallele a I’axe dcs quantiles recHes nienee par A. -a fonelion 
prend les 'memes valeurs en A et en B; ii residte de la qiie I'inle- 
graie j" ^e/r. etendue au perioielre du paralltdograriirne. esl 
(‘gale a la difference des inlegrales reclilignes 


D’un autre cote, i'inlegrale etendue an pai-alielogramme esl 
(‘gale a 2/7: inulliplie par la somme des residus de la fonelioii 

relallfs aiix poles de ceLle fonction silu<?s a rinterieiir dn 

parallelogrammc, c’est-a-clire par le nonibre de ya'ros de la fone- 
lionSil f') siuies a rinterieiir dii parallelograiiiiiie. noniljre qul 
est evidemmenl egal au nombre n de zeros de la menic fonction 
sillies sur Ibixedes quantites puremenl imaginaires enlre ies deux 
paralleles a I'axedes quantiles r(i‘el}es menees paries points f\,. iVy. 
Ea appliqiianl Tiigalite ainsi obtenue, 



) 

} 


dv = 



;i ( (' j 


- (fv — •xir, n. 


ail cas oil f'o est iin point qiielconque da cuLedii rectangle (Pt) qui 
joint les deux points — ^ d- ~ ’ — - — q’ autre qiiele point — 

ct en tenant compte du resullatdu iV ol 2 relalif a la valeiir de Pin- 
l(3grale du second menibre pour ce clioix de f'„, on obtieiit aise- 
ment le tlmoreme siiivant qui coinprend celui du ol2, comme 
cas particiilier : 

Si Pon a 

U’o = a -r- A* 


en designant par a et |j des nombres reels, doiit le second iPesl 
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pas eerier, el si Fori delennine Fentier 7i par la condition 


y < /z -A- I , 


I F: - / ■ - d r -- 2 /?. 4- r } t: F 




51 i. CoiisidtF'oas encore Finlegralc recliligne 
J.., > 

-II fj, est un point situe sur le cute ioterieiir dn rectangle 11 qiir 
a dn point — • an point— 

Siipposoos d'abord qiie ia paiHie reelle de Co, qne nous dcsigne- 
rjns par a, soil positive; le cheniin d’integTation ne rencontranf 
lors pas la coupnre, on aura 


r 


j ( (• ) 


civ — log .tJj ( C'o -i- T j to g ."j i ( Pq ) . 


Le second membre est Func des determinations du loga- 
ithme de 

zqFLiZiLi} ™ e “ - ' ■ 

^ 1 (. ^'0 ) ’ 

est done egal a la quaritite 

— ‘IItJx — F j ™ 


ignieiitee d’un certain nonibrc entier dc fois az’-n:. D’aillcurs, 
argument de Si(ro) est compris entre o et — Fargument i\c 
jiVo — t), egai et de signe contraire an precedent, esl compris 


fP) C'est a \L Ifermile que Ton doit ia determiaation dcs intcgralcs de cv 
pe et dll type suivant. {Voir la Note insiTce dans le tome II du Calcid diffc- 
ntiel et integral de J.-A. SerreL, p. 837 .) It est a peine iitile de fairc obscrvci- 
le les determinations ohtenues dans les 512-51G sont conlenues comme cas 
irticulier dans la forniule gendraie donnee dans le precedent paragraphe. 
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enlre o el le coefiiciciit de i dans 'r,,- -7 '6*.,, - 

est done posilif el cooipris enlre o cl c'esl done 7: i - - a:- 

Si. can conlraire. la parlie i*eelle de Co* one nons c- >i:l:!...eroi:s 
de designer par a, esl negalive, le clieinin d'inlecrain »n r nr a-lre 
la coupore an point a en allarU de bas en iiaiiL el Fon aura 




- ck' — ! r,. — 7 


U ec'al a 


Dans ce cas encore, log-Sj m\, — 71 — e 

— 2a) aogineiite dam certain nonibre de fuis 2/7:: d'ad’eur- 
rargument de n*,/) est com|)ris enlre — --el - - 7:. el celni de 

est compris enlre et r: : Ic coelTicienl de i dans la 
difference des logarillimes est compris enlre 77 el 27:: c'esl done 
encore t:[i — 2a) et Ton a, par conseqiienl. suivanl cpie a est po- 
sitif oil negalif, 

I CX\-Iirj ) f " JiiU di- r-- i-( - I — a a I. 

On a, en parlie ulier, 

J—\ — - 1 i r ) — 7 1 < e > 


/ 


olo. Supposons maintenant qii'on ail a efiecliier I'integTale 
^ ^ ch' suivanl uii cliemiii quelconcrne donne i C s. 

Imaginons ie plan reconvert d'uii reseaii de rectangles, tons 
('gaux ail rectangle Pi. Le cliemin d’integralion se decomposera 
en parlies donl chacune appartiendra a Fan de ces rectangles^ el 
il est clair qirii siilfit. pour savoir calcider Finlegrale tolale, dc 
savoir la calciiler pour Fune quelconqiie de ces parlies, e'est- 
a~dirc pour uii cliemin conlenu tout entier a Finlerieiir dam cer- 
tain rectangle P14- du reseau ; mais comme on pent faire corres- 
j)ondre les points des rectangles (Ra), (R) par luie relation de la 
forme 0^ 7= v -f- -r- oii iii el n sont des enliers, on poorra 
raniener loiites les parlies dii cliemin dantegration a elre con- 
lenues dans R. 
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ol6. Coiisiderons, par exemple, rintegrale rectilignc 


j,. 


u i’o esl maintenaiU iiii point qnelconque, tel toiitefois qiie la 
lartie reelie de c’o ne soil pas im nombre eiitier, afin quo la droito 
iii passe par les points Oq, Oq - 4- nc contienne aucun zero de 
7f(r !. La position de cette droite, qiii est limitec aiix points 
t To • - T, ernpiete en general sur deux rectangles da reseau. 

Posons ('o ~ m -- H- a en design ant par , /?., a, [3 des 

ombres reels dont les deux premiers sont en tiers, et dont les 
eux autres verifient les conditions 


2 2 2 


- < 3 < i. 


On aura, en entendant que ie signe d’integration porte toujoiirs 
Lir la meme cruantite — 




f ’-f 

m-i-nz-i-'y. Sr ... 


f ^ ( /i 4- 1 J “ -r a 4- 3 t 


emplacons, dans les integrales dii second inembre, la variable 
integration c’ par ;n -h /i t - f- pour la premiere, et par 
2 -- n' pour la seconde. Le second membre dc- 

iendra 

L J z L 


« integraie qui figure encore dans le second membre de cette 
qualion a ete calculee an n°ol4; elle est egale a — 2aTU±.T.i, 
n prenant le signe -f- on le signe — suivantquea est positif ou 
egatif ; on en concliit 


LWHI,) 




2 IT. i'n - - 771 - 


INTEGRALES DES FONCTIONS DOUBLEMEXT PEIUODiQUES. i£r 

On dcdiiira de la, en designant par /• iin eiitier posilif*. 

( GXVI II 0 } f ^ ^ ch' “ — i/'ir. f - - 771 — — - j • 

.7,, '\ i 

Dans ces deu:^ formules, on doit prendre ie signe siiperieiir on 
!e signe inferieiir suivant qiie ia parlie reeOe de t\, — m esl posi- 
tive oil negative. 


ol7. Considerons enfin. les Integrales recliiignes du tvpe assez 
frequent dans les applicallons 


I ttv . 

oil a et Ti sont des nombres reels dont le premier n'esl pas entier. 
Une telle integrale est iin nombre purement imaginaire : elle esL 
en effet, le produit par 't de Tintegrale 


r 3?', (a -r- XZ ) 

3;i ( a — xz) 


3^1 ( a - - ./‘T )_ 


clr. 


oil la \ ariable d’iiitegration x est reelle, et dont tons les elements 
sont reels, puisque les nombres 7 . -par*:, a — X'z sont cles imagi- 
naires conjugiiees. 

Supposoiis, ce qui est toujours perinis, que soit positii. el 
deterniinons deux en tiers ii tels que si I’on pose 


on ait 


a — 111 — a', ;3 ~ 71 -- 3', 


1 ^ . p __ I 

a ^ ■ ■ ‘A ’ >- 


On observera tout d'abord que la fonction ne cliangeanl 
pas quand on change p en e— on a 

r ^ _ / a' -- St . 

f ‘ ‘ pill ch- =- f iJ-E-irfr; 

X-S- Ja'-Sr 


on a d’ai Hears 
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aiUes !es iiiiegrales porlanl sur ia memo quanLitc Un cri 

ODcIut, en applir|uanl !es resultats precedeinaient obleniis, 


CWIIf:.' 



::rr 


dv 


I DC’ [i’ "T 0 »/ 

f t—— — ‘>-niTd ‘X a' . I ), 


11 !\)n cloil prendre le si^nc siiperieur ou le sigiie inferieiir, siii- 
aiil quo 7/ esl positif on negatif. Quant a rintegralc qol siibsiste 
Ians le second membre; il est aise de reconnaitre qu’elie esl egale 


w . . . ... . -f- 

ilflerniination pnncipale cle ioiiv — * 

^ *• ^.■:7i(oc — pTj 




si nullc : le coefficient de f, compris entre - - tt el tz cst positil 
i yJ el 3’ soiU de meme si^ne, negalif dans le cas conlraire, niil 
Miur les valeurs particiilieres a' “ zir 
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INVER SION. 


CHAPITRE YIJ. 

ON DONNE OU TROUVER t OU o;., co,. 


I. — Le probleme pose admet une solution et de cette solution 
on pent deduire toutes les autres. 

518 . Dans ce qui precede on a toujoiirs regarde les noinbres (O; . 
coacomme donnes : siir ces deux noinbres on a siip|)Ose seulenien! 
que le coefficient de / dans le rapport ™ different de zero, 
et meme positif toutes les fois qirinterviennen t les fonctions 
C’est avec ces nombres to,. (O3 que nous avons constroit toutes le> 
quantiles 011 fonctions que representenl les svinboles ,r':e 

COi , CO 3 ), 0 ) 3 ), CO,. CO;;'], C?,. C:;, 7, , . 7,2* 

— g.j. . . . ; c’est avec leur rapport que sc constriiisent les 
quantiles et les fonctions q. A, A', .^0')* ■ -^^0 ' ■ 

sont toutes determinees sans ambiguite. 

11 y aura lieu soiivenl, dans ce qui suit, de metlre en evidence 
les nombres to,, C03, t. Nous ecrirons alors (to, , tO;,), ,g:>'t05, to-K 

A(t), a- (t), V \ ' 

S/ 7 x, yVd, K, Kb Nous continuerons a ecrire S(r|T} an iieii de 
S‘(c) et nous ecrirons aiissi, dans le present Chapilre, sou/.t:, 
cn(;/j~), dn(z;jT), pour designer les fonctions de ii et de t de- 
finies par les relations * LXXIs^g.t.s: XXXVII^o). au lien dc 
sn(w, A), cn(2^, A), dn(?^,A), notation que, afin de nous con- 
former a Fusage, nous avons inlroduite an n*^’ 301 . 
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Dans k- pruljlemes qiii dependent des fonctions ellipliqnes ce 
rresl cepenclant pas ies nombres co^, 0)3 ou t qui sont inimedia- 
iCment donnes. La solution de ces problemes se ramene a l lnte- 
;^n’ation de requalion di fTe renti ell e 

/ V" / •• 

[cia) 

01! desiqne la variable, p* la fonction inconnue et Y2> Ya des 
nombres donnes, tels qoe I'equation — Y^^ “ ^ n’ail 

pas de racines eg'ales. 

On obliendra iine solution dc cette equation si I’on connait 
deux nombres 0J^, wg a rapport imaginaire, tels que les qiiantites 
jCoo'coi, o3;> , (Oi, CO3), definies par les series (IV5) 


/ ' r- V' ^ ‘ 

^2(Wi«W3)— 00 7 ;? 

( A/ZltOi -r- •A/iC 03 )-^- 

' m . n ) 


gzy wi: tos I — I io 




{ 2 ni CO I 2 /1 0J3 


aient les valeurs donnees Y2? Ys- Cette solution sera la fonction 
pip/ ko,, CO3) formee au 11103-011 de la variable n et des nombres co^ , 
(O3 comme ii a ete explique aux 86-88; on a, en effet,de- 
montre an n'^ 98 qu'unc telle fonction verifie Lequalion diflferen- 

tielle 

f ^ I r-. 4 y:i - .^2(Wb W-Or — ^ 3 (Wi, W 3 ), 


et W3 ), g>;jUo,, CO 3 3 sont respectivement egaux a Y25 Y^’ 

Les nieiiies problemes dependent, si I’oii vent, de Lintegration 
Je requation differentielle 





DU -/. est im nombre doniie dlfTerant de o et de i. On obtiendra 
Line solution de cette equation si Ton connail un nombre iniagl- 
naire t, dans lequel le coefficient de i soit positif, et tel que la 
quanlite defiiiie par la formule (XXXVllt ) 
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ait la vaieur donnee x. Cette solution sera la fonclion sn-; // t * 

formee au mojen de la variable a et du nombre t de la maniere 


siiivanle : on conslriiil d’aborcl (XXXII) les fonctions .ri'c de 
la variable independantc p et de -r; on forme ensuite (XXXVli,,.,. 
LXXC) les quantiles 


^ 2(0 - 

V ^ c: / 

^3( O j- ) 

et Ton pose enCn (LXXIp.) 

sn(^^|T) 


KIt) — 

'2 ‘ ' 


c- / 

-) X 


lin effet, d’apres ce que Ton a vu aux n'"^ 30J-306, la fonclion 
(le It ainsi formee, qui est iclentiqnc a la fonclion siii L''\ deflnie 
ail n^" 301, doit verifier Tequation diOerentielle ('LXX, ' 


(dy 
, da 




et est egal a x. 

On voit, des lors, se poser les problemes suivants : 

Quand on se donne les noinbres ou x, existe-t-il deux 

nonibres d rapport iinaginaire co.-., ou lui nonihre imas^'i- 
naire v dans lequel le coefficient de i salt positif, cjiii verifient 
respeciwernent les ecjiiations 


.^ 2 (^ 1 , W 3 » = y-2 , to;)) == 73, 

ou 

Quelles sont toutes les solutions de ces ecjiiations oil 
oil z sont les inconnues? 


ol9. Nous demon trerons d^abord les deux theoremes suivants : 

1. — Si roil se donne deux nonibres Ys? Y^ Vecjua- 

tion eny 

ait des racines distinctes e,, £ 0 , £ 0 . oir ce aui recient au menic\ 
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s! f'of'i se donnc Irois noiiibres distiiicls Si, £0, dont la 
somnte soli niille el si Von pose 

1 1 ejdste deux noinhres Wi, (03 tels que la partie i'eelle da rap- 
poi't ^ soli positive (non riulle) et qul verlfient les equations 

I -1 '■ Wj, to- ; — -;:J' ^ 3 ) =■ Y:j* 

11 . - SI Von se donne an nomhre */ qul n'esL nl negatlj) 

nl poslllf el plus grand que i, il existe un nonibre 'z dont le 
eoefiddent de la partie iniaglnalre est poslllf, qul xerlfie V e- 
qua lion 

3 : k^(z)^. 7 ,. 


5 : 20 . ?Sous commencerons par montrerque le iheoreme If, sup- 
pose vrai, eniraine le iheoreme L 

Les nooiLres clisliocts 3, , So, 33 etaot donnes (si -{- SoH- £3= o), 
posons 


Oil pent toujoiirs siipposer que les noinbres 3,, So, 33 aient eLe 
ranges de facoo que les coiidilions iniposees a 7. soient vei'ifiees : 
elles le sont, quel que soil 1 ordrc de s,, So, 33, si ces Irois points 
lie sonl pas en ligne droile; shls sent cn ligne droiie, on prendra 
pour 3.. 3 ;. les points extremes, pour 33 le point intermediaire. 

Avec le nonibre t qiii, par hvpolliese, verifie Tequalion (j 3 ) con- 
struisons les fonclions Si' e|T), puis, ajant choisi arbitrairement 
la determination dey 3, — 33, determinons 01, par la condition 


et posons (03 = co; t. Construisons ensuite les fonctions G'(«|a)^, W3), 
C03), ... et reprenons, pour toutes les quantiles qui se 
rapportent a ces fonctions, la suite de nos notations habitiielles. 
Noiis aurons (XXXVI;.) 


V'ei- - es = 2r|(o| 

20)1 ' 
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et, par consequent, ^ e, — ^i — 2:i; or, ceUe egaiilr. rap- 

procliee de la definition de x et des equations 

/•■p ^ , ~ ^2— Ca e c e 

' Cl— ca' 1 -j -o. 

doDl la premiere resulte dc la formide fXXWlI/,':. uiuiUio*, 
puLsque X est, |)ar Iiypothese, e^ai a que i'on a 

el, par consequent, 5*3 = 7:)* 


o21. Tout est done ramene a la demo ns I rati on du tlieoionne II. 
Nous demontrerons d’abord ce iheoreine lorsquc */. esl un nunibiv 
reel, posilif, plus petit que un, cl nous etaiilirons, pour eela. la 
proposition suivante : 

lirt- — Si X esl an nombi'e recL posilif. phis peiil que lui, 
on satis/all a V equation (3) en posant 


'/»- rio 
,f v^i — '<sin- 



i N.' 
X 


Dans les integi'a les^ oii tout est reek (es I'adicaux out le sens 
arithinetique; j est done reel et positif. 

Cooslruisons, en elTet, avec la \aleur de 7 ainsi dXime, U-> 
fonclions .37(e[7)^ {p i, Iv(7), lv'(7^;; les quanLiles A'-i^7 .0 

k'-{d) scront reelles et positives (puisque ~ est piiremeiit iioagi- 
naire), plus petiles que un (puisque leiir somme est eyale a uii 7 
et Foil aura, comme on Fa vu ) an n'‘ 3FL 


K(7) 



v'd — 


do 

k'{z) sin-o 




(7 A la Ycrilc les forniules du n'’ 3ii oat etc deduilcs des formules des '21u 
ct 298 qiii donnent, sous forme d'intcgrales, Ics expressions de oq ^ cq — e.. 
^ lorsquc co^ et sont reels et positifs; inais, d une part, les? furnmies 

t I 

que nous citons dans le texte auraient aussi bien pu clre deduites diieclcitieni 
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en donnant aiix radicanx; leiir signification arillimetiquc. Puisqiie 
LXXI;;./! / est egal a on a done la proportion 

do 

. (, \ ^ ^ ^ — y. I > i n - . / \/ 1 — [ r — ( 'r ) | s i ii - cp 

' d'^ y- ^ 

^ V XrXXnXp . / / 1 — k-{z) SI n - o 

or cette proportion entraine regalitd x = /r-(':); car si, dans le 
premier ra|)port. on regarde ponr on instant x conrnie one va- 
riarde et si Foii imagine qiie x aiigniente de o a i, ie denoininateur 
aiiginentera en meme temps que le riomerateor diminnera ; le rap- 
|)or[ diminnera done constamment et n’atteindra la x^aleordu se- 
cond niembre qu’une seide fois, quaod x sera egal a 

La proposition esL done deniontree, dans le cas ou x est reel, 
fjositif, plus petit que iin; en d’autres termes, dans ce cas, on a 



ou, d'one facon plus explicite encore, si, dans Je premier menibre 
de reqiialion (j), on remplace t par ce premier mem bre se 
reduit identiqiiement a x. 

CL^st cette derniere reinarqae, etablie seulemcnt dans le cas 
oil X est positif et plus petit que un, qui va nous fournir la de- 
monstration dll ihcLiremen dans sa generalite, demonstration qui 
rcsullera de ce que deux fonctions analytiques de x ne peuvent 
coYncider sur line ligne sans etre partout identiqiies. 

(Ians !c cas oii j est reel et positif, sans passer, comme nous I’avons fait, par 
i’iiuerraediaire des fonctions ct, d’autre part, si Ton vent retablir toute la 
chaine des deductions que nous avons faites dans ces divers nunieros, il suffit, 
apres avoir ciioisi z comme nous venons de Fexpliquer, de clioisir arbitrairement 

le noiiibre positif de prendre en sorte que ^ soit reel et positif, de 

construire toutes les fonctions dont on a besoin au moyen des demi-periodes o),, 
e,, e.y €. sont alors reels, ranges par ordre dc grandeur decroissante, etc. : la 
conclusion est la meme. et les quaiitites oq, w, nc figurent dans cette conclusion 
que par leur rapport v. 


03,' BO.WE A'- ou g^\ TROCVER r Oi: OJ.,. 1-5 

r^ous elablirons le llieoreme siiivant : 

Hi,. - Ell supposant quc ■/. ne soil ni un nomhre lEpatif, ni 
un nombre positif plus grand que un, on salhfera Ii r-bpia- 
tioii X = lK-(gz)^ en faisant 

(CXIXO X='r 

i — xsin-'^ 

On suppose que la variable cV integration ^zsolt reelle eiqiir 
les parties reelles des radlcaux soient poslllees. Dans ces ojh- 
ditions, le coe fficient de I dans t est posltlf. 

o23. Observons d abord que les inle^rales deliuiesqui |)reeedenl 
ont im sens pourva qn'ori fixe ia siguidcation des radicaux el que 
ies quantiles sous Jes radicaux ne s'annulent pas dans les limites 
de 1 inlegTation ‘ dans ces iimites i — x sin-g ne pent s'aniiiiler 
que si x est reel et plus grand que un, i — i — x) sin“g iic pent 
s’annuler que si x est negalif. 

Ces remarques conduisent a inlroduire dans le plan qoi serl a 
represenler le nombre x deux coiipures, i’liiie qiil ira dii point i 
a o) en suivant I’axe des quanlites positives, rautre qui va de o 
a — cc en suivant I’axe des Cjuantites negatives. ?sous designerons 
par (T) le plan dans lequel on a pratique la premiere coiipure 
seulement, par ( T') le ])lan dans lequel on a pjratiqm^ ia secoiide 
coupure seulement, par (C), enfin, le planavec les deux coupures. 
II va sans dire que quand on parlera d un point appartenant a Fun 
des plans coupes (T), (e), on entendra que ce point n’est 

pas siir line coupure du plan considere. 

C’esl surtout au plan (e), a deux coupures, que nous aiirons 
affaire : nous reimissons ici qiielques remarques et conventions 
qui nous seront utiles, soil immediatement, soil dans la suite. 

L’argument de tout point x du plan (JB) sera suppose conipris 
entre — t. et -t-'t:; cet argument varie d’une facon coiitiiiiic 
avec X, qui, encore line fois, ne doit jamais traverser les coupures. 
G’est cette valeur de I’arguiiient que Ton adoptera pour ceiles des 
fonctions de x dont la determination depend de rarguiiieiit de la 
variable; ainsi, en designant par in im entier positif, px sera un 
nombre dont la valeur absolue sera la racine ariliimetiqiie 


dz 


V' ^ — u — •/. i 


( \' 

X 
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7 . . el doiii L'ar^'umenL sera compris enlre et — ; t z sera 

^ m 7)1 » 

iiiors dans le plan * e i une fonction iioloniorplie de 7, IbncLion 
(knit la partie reelie sera positive et dans laqiielle le coefficient 
de / aura le iiieme signe que le coefficient de i dans x. De meme 
Iog7 sera iin noiiibre dont la partie reclle sera le logaritlinie nepe- 
rieii de |7 . et dans [equel le coefficient de i sera Fargumenl 
dez : ce covfiicienl sera encore dii meme signe qne le cocfficienf 
<ie / dans z. el fon aura 

log 7 — logi 7 ) : tt/, 

^llivarll (|iie le coefficient de i dans z sera positif on negatif. 

I! esl clair qne le point i — z est le sjmetrique du point z par 
lapporl au point qui est lui-meme iin centre de symetrie pour 


Fig. 2. 



es denx coiipores; les deux, points apparliennent en meme temps 
n plan coupe. 

loot ce qu on vient de dire de Fargunieol de z, dc de 
jgz, s'applique natiirellement a rargumenl de i — z, a p TbZbi, 
logo i-^z); on observera, en passant, que les coefficients de I 
aiis z el aans i — z sont de signes conlraires. 

Toutes lesiois que, designant une quanlite quelconque, logOo 
St defimk nous entendrons par logfax;), ou a est un nombre positif 
iielconque, 

log! (2Xl) = loga -f- iogx;, 
ii loga a sa valeur aritlimetique. 


UX DOXXE A'- 01' , 

Lorsqoe z apparlien!: an 
I Q o- — I a cl e t e r ni i n a I i o ii 1 o a z 

"' 1 — 7 . 




que ie coefficient de f dans loa:--— — est Tanale inoni ir^ rTa^"* r a-' 

valeur absoliie, sous leqnel on voit dii point o le sear'ocn":: ani va 

dll point, I — z an |:)oint z : cel aii;iie esl posilif si z esL 

de Faxe des qiiantilcs rcclies, negalif dans le cas conlraire. C':!'.' 

determination esl encore la valeur jirincipale de log— , qiii e>l 
holomorplie clans '*e'i. 

Lorsc[ue 's varie cle o a q, le point i — z sin- g decril le segniienl 

de droite cpii va du point i an point i — z: en meme temps ie 
point I — (i — z) sin-ui decrit le segment de droiie qiii va dii 
point I au point z; les denx points i — z sin-g, i — (i --z) sin-u. 
qiii, pour une meme valeur de sont situes siir ime riienie pa- 
rallele a la droite c[ui joint ie point i — zaii point z, appartieiinenl 
au plan (e), si le point z appartient a ce plan. 

Nous defiiiirons les cpianlites i — z sin-U), ^ 'i — i i — z i sin-g 
d’apres la regie geiierale donnee plus haul poiiry z, ^ i — z ; leiir 
par tie reelle, c[iii ne s’anniile certainement pas, esl alors positive, 
de sorte c|iie la dednition qiFon adopte ici est conforme a celleqiron 
a adoptee dans Fenonce dii tlieoremellA. pour preciser le sens des 
integraies definiesX, X'; les coefficients de f dans ces deox radicaox 
sont d’aiileurs de signes contraires. Le point — z sin-g est siliie 
dans Fangle aigu forme cFiine part par Faxe OP des quantiles po- 
sitives, de Faiitre par la bissectrice de Fangle forme par ce meme 

axe et la droite qiii va de O au point i — z; le point e s t 

V/ I — 7. sia-g 

sitLie dans i’angie aigu POA symetrique de Fangle qu’on vienl de 
definir par rapport a Faxe OP. On verra de meme que le point 

— est sitiie dans Fangle aigu POA^ de la figure : la 

I xj sio-g 

direction OA^ est la symetrique, par rapport a Faxe OP^ de la 
bissectrice de Fangle forme par la droite OP dbine part, par ia 
droite C[ui va de O a z, d'autre part. Dans la figure la direc- 
tion OA est aii-dessLis de Faxe des quantites reelles, et la direc- 
tion OA' est au-dessous; cela tient a ce que le point z a ete pris 
T. et M 
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•iii-dessos de I'axe des qiian tiles reelles; ce serait Tinverse s’ii 
t^ail au-dessous. 

d 24. On reconnait immediatement qoe si deux nombres ima- 
gioaires sont represen tes par deux points sitiies a Finterieur d’un 
angle avanl pour soniniet le point O, la somme de ces deux 
iiombres sera represeiitee aussi par un point siuie a Finterieiir du 
meme angle; il eii sera de meine si Fon considere aiitant de 
noinbres que I'on vent, tons representes par des points situes a 
Finlericur dbin nieme angle, et la meme conclusion s’etend a une 
integrale, qiii esL la limite d’une somnie. On voit done que i'in- 
legrale delliiie X sera representee par un point situe a Finterieur 
de [’angle POA et Fintegrale definie X' par un point situe a i’inte- 
rieur de Fangle POA'; les parlies reelles des deux noinbres X, X' 
sont essentiellenient positives ; quant aux coefficients de ils sont 
de signes contraires; le premier est positif, le second negatif 
qiiand le coefficient de i dans x est positif, coinme dans le cas de 
la figure : c’esl Finverse quand x est situe au-dessous de Faxe des 
quantiles reelles; les coefficients de i dans X, X' ne sont nuls que 
si X est reel, positif, plus petit c[iie un. Dans tons les cas, Fangle 
AOA', qiii esL la moitie de Fangle sous leqiiel on voit du point O 
ie segment qui va du point i — x au point x est aigu; il en est de 
meme, a fortiori, de Fangle interieur a celui-la forme par les 
deux directions qui vont du point O aux points X, x', c’esl-a-dire 

de 1 argument du rapport ^ • La partie reelle de ce rapport est 
done positive : il en seraitde meme de la partie reelle du rapport 
inverse. On observera que Fargumeiit de ^5 fixe comme nous Fa- 

voiis fait, est, d’apres ce qii’oii vient de dire sur la position des 
points xF X, negatif si le point x est au-dessus de Faxe des quan- 
tiles reelles, positif dans le cas contraire; en d’autres termes, les 

coeilicienls de i dans ~ et dans x sont de signes contraires. 

Ceci pose, dans le plan (^), x et x' sont des fonctions univoques 
de X, d apres ieiir definition meme. En cliaque point du plan ((5) 
ces fonctions sont regulieres, e’est-a-dire que si Fon aiigmente x 
d une quantile A, suffisamment petite en valeur absoliie, les fonc- 
tions X et x' ainsi inodifiees sont developpables en series enlieres 
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en A (on doiinera tout a llieure les expressions de ces series'): 
elies sonl done des fonclions lioiomorphes de z dans le plan 

11 en est de meme du rapport ^ puisque X iie s'aiiniile |)as, non 
plus que sa parlie reelie, 

Reportons-noiis maintenant a requatioii z. D'apivs la 

formiile (XXXVIIg;-, A- est egal a done clair que si 

i’on regarde t conime une variable, sera une fonclioii Iiolo- 

morphe de 7 pour tons les points 7 situes au-dessus de i‘axe des 
quantiles reeiles; or le rapport ~ est represenle par un tel point, 
taut que z appartient au plan ■: /.■-( 7 I, qiiand on v regarde 7 
comme egal a , est done une fonction s'de fonciion’i lioloiiiorplie 

de z; or A- ( ^ ) est egal a z qiiand z est reel compris eiitre o el i : 

done enfin regalile A*- / ^ j ~ z siibsislera pour Louies les valeurs 
de z apparlenant an plan (e'l. 

o2o. Nous avons obtenii une solution de I'equation en 7. 

/ .> V , . ? x' . , 

A--( 7 ) = z, a savoir7=:— ; nous nous proposons maintenant de 
les avoir loutes. Et d'abord, des qii'il y a une solution, il esl bien 
evident qu’il yen a une infinite, si a, b, c. d sont qiialre nombres 
entiers cboisis parmi ceux qui satisfont aux conditions du cas 
du Tableau (XXc), on a, en elFet, comme il resulte du Tableau 
1 ' LXXX); ) dans le cas rq 

) = , _ = /,-a( - 

\ a -r- b'z ' ■ ' 


de sorte que, si a, d sont des entiers impairs et Z>, c des entiers 
pairs tels que Ton ait ad — Ac — i , ic nombre est, en meme 

temps que le nombre 7, solution de Tequalion A- ( 7 ) : -z. Mais 
n'y en a-t-il point duui tres? 

Nous avons rappele que la fonction p' sn(w]7 ) de a et de : 
verifie Tequation dilTerentieile (LXX^) 





la fonction 7; sn-(d^ ' 7) verifie done maiiifestement requatior 
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Ji en resiilte qiie, si 'Ti et To dcsignent deux solutions de Tequa- 
tion A'-i' •:' = */,, les deux foncLions sn-(z/|T|), 5n-(w[To) de la 
variable u verifieront necessairement la meme equation differen- 

tielle 

' a a / 

iiiais alors ces deux fonclions sn-(z/, ' t,), sn-(;^ | To)de la variable u 
sont necessairement identiques. En effetj on sail que la fonctioii 
snu est developpable en une serie de la forme 

ail hit^ - 4 - cu^ - 4 - . . . ; 

ia fonction sn- it sera done developpable en une serie de la forme 

A u~ B ii* -f- c -f- . . . ; 

or. comme il est bien aise de le voir, Tequation difTerentielle pre- 
cedente determine sans ambigui'te les coefficients A, B, C, ... de 
ce developpement en fonction de x seiileinent. 

A la verite, la demonstration ne s’applique que dans le do- 
maine de convergence de la serie en ; mais, comme deux fonc- 
lions analytiques de u ne peuvent coincider dans une portion du 
plan sans coincider partout, notre assertion n’en est pas moins 
e video te. 

Les deux fonclions sn-(z^ It,). sn-(?^|To) de la variable u etant 
identic[iie 5 adniettent evidemment les memes zeros : les noin- 
bres (^ ) n nzj K(Tj j -i- 2;?^' sont done les memes dans leiir 
ensemble que les nombres 2n2.2 K (to) - f- 2 en suppo- 
sant que nzi, m\^ m[, soient des enliers; e’est-a-dire que les 

iiombres Ivi Vi ), ziv'(T|) doivent etre equivalents aiix nombres 
Kf,T2j, iK'(T2) ; ils ne peuvent etre que proprement equivalents, 
piiisqiie les coefficients de i dans les rapports 

^ iKH/Zj) _ ^ 

K{Zl ) ~ iV(V2) 


(y ) Voir Tonic II, p. 285, i. 
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sont de meiiie signe; ea d’autres lermes. il exisle quatre enliers 
a, b. c. cl lies par la relation cid — hc~i, lels qce Fon ail 

K ( 7^ — — bili. 7' . 

/K' (7o_! — c K: ~ dll^ ^ 7! . 

D'aiileurs ia fonclioa sn~ devienl iniinie. ou egale a, an. 

quand on snppose ii egal a / 1vF’t:>), ou a : il doit en eire de 

meme de la loiiclion : 75) qui est la menie fonclioa de ii que 

sn-(z/|72), qnaiid on v suppose u egal a — dlEJ^-zb'- on a 

~ j ; Oil en concliit Lien aisement. par les for- 
muies (LXXlij, qiie c et b soril pairs, cl el cl impairs. Si 7 ^ est ime 
solution de 1' equation x ~ b-iz toute solution de ceUe equation 
est done de la forme 

_ e ^/7; 

a -v bzd 

oil a, b, c, cl soiit qiialre nombres enliers qui salisfoiit aiix condi- 
tions dll cas da Tableau de formules relatives a la transforma- 
tion lineaire. Or Tj = — est ime telle solution: les nombres de- 

X 

finis par la formule 

_ c X ~ di x ' 
ax-f-6/x' 

ou Cl, b, c, cl ont le sens que Ton vient de rappeleix et ceux-!a 
seuiement, verifient done ‘ ') Tequation A'" (7) = x. 

S 26 . Clierciions niainlenant toutes les fonctions analyliques de 
la vciriahle 7 . qui, mises a la place de 7, cliangent identiquement 
A'- (7) en 7.. Designons par 7-0 une valeur de 7. ou Tune des fonc- 
tioiis analyliques chercliees soil reguliere; ia valeur de cette 


(q Si Ton demande seulement les nombres 7 qui verifient Tequation — 
et pour lesquels la fonction sn( u | 7) est la meme fonction de m , en rejetant ceux 
pour lesquels la fonction sn (z^ | 7) est remplacee par — sn(zz; j 7), on voit aise- 
ment, en s’appu^'ant toujours sur les formules (LXXII), que ce sont les nombres 
de la forme 

__ cx t/zx' 

^ ~ a X -f- x' 

oil a et < 5 ? sont congrus a i, modulis 4 . tandis que 6 et c sont des nombres pairs 
cboisis parmi ceux pour lesquels on a ad — 6c — i, et ceux-la seulement, qui re- 
pondent a ia question. (Cf. Schwarz, Formules, p. 3i.) 
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fonclion pour y. */.,-, peuL etre mise d’apres ce qui precede sons 

ia forme 

_ cxr/.n) dLK'(y.o) 

' ^ X ( y-o ) -j- ( '''•0 .) ’ 

ou a, b. c\ d sont des nombres determines choisis parmi ceux dn 
cas du Tableau (XXc ). La fonction de x 

ex(y I -f- dldK '/S) 
ax(y-) -h bix'(y.) 

se reduit a To, pour 7. = verifie identiqiiement reqaation 

/c-(Zi=:y.. C'est la seiile fonction de x, regiiliere en Xq, qui sa- 
tisfasse a cette double condition; en eflet, une telle fonction esl 
entieremenl determlnee, puisqiie Feqnation /i'^(t) =x determine 
sans ambig'uile les valeurs, pour x — 7.0, de toutes ses derivees. 

o 27 . DXpres ce qu’on a dit an 520 , on obtient une solution 
des equations fx) en prenant une solution de I’equation x — /c-(t), 
par exemple la solution t = — , en cboisissant arbitrairement. 
line determination de y s, — £3, puis en faisant 
t: 2r|(oiT) 

Wj = ? 0)3=TC0i, 

on, ce qui revient an meme, 

X ix' 

? C03= 

— ^3 V^l — £3 

on a aiors, comme on I’a vu au meme numero, 

— P(Wa 1 Wy ) = Ea, — ^3 ~ — = ■ - £ 3 - 

^ CDi 

528 . On pent sans peine deduire toutes les solutions des equa- 
tions (x) dune solution CO 4, 11)3 ; en effet, une seconde solution 
co^, tOg conduirait a la meme fonction pu que la solution C0|, 
11)3, puisque les deux fonctions verifieraient la meme equation 
differenlielle et comporteraient les memes developpements en 
serie. Les deux fonctions p(z/ 1 co^ , (03), p{u\to\j to;) dtant iden- 
tiques, les reseaux des parallelogrammes de periodes coincident : 
on en conclut que les nombres to' , to'j sont proprement ou impro- 
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prenienl equivalents aux nombres co,-, en 
toiites les solutions des equations (v. ) sont donn 
mules 


(GXiX,) 


« X hi x’ c X — dl g 





oil <r/, b, c, d sont des entiers assiijettls a la condition ad — bi- r i . 
Les fonctions analytiqiies de Vo, yo que d<'*finissent les forniiile- 
precedentes sont d'ailleiirs les seules qui, mises a la place de to.. 
CO 3 dans les seconds inembres des equations ( y.) traiisformeat ces 
equations en identites. Le probieme propose est done resolo. 


529. Revenons inaintenant a requalion 't x et a ce fail 
essentiel que, en supposant le point x dans !e plan 05 ;. elle se 
transforme en identite quand on v remplace t par : nous allons 
reunir ici quelques consequences de cette proposition, conse- 
quences c[in nous serous utiles plus lard. 

Tout d'abord on a, en attribuanl a { x. { i — x les significations 
qui ont ete specifiees au n® 523, 



en elFel, pour chaciine des deux egalites, les quatrieiiies puis- 
sances des deux membres sont egales. en vertu de I'egalite 

x= k- et, pour chacune des egalites. les seconds membres 

sont, comme les premiers, positifs lorsqiie x est posilii et plus 
petit que un; Tegalite, etablie pour ces dernieres valeiirs de x. 
subsiste dans tout le plan ((B), puisque les diverses fonctions que 
I’on considere sont holoniorpbes dans ce plan. On pent ecrire 
encore 




/ , / i n' > 

, 


(GXlX.v) 


1' 

(/ 1 — x = ^ 

‘ (t j 


Des relations (XLj) on a deja deduil au n*" 173 la relation 




I — s/lc' ( T ) _ 2r;> ( o I T ) — 5'4i'o I _ 
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jiiiiiic on viera de voir qiie, dans loal le plan (e ), f ” j 

5l daal i! { I — 7.. on a done, dans lout le plan (G), 


I 



j — 1 — x 

r -f- v ' r — X 


^ /' i/x'X 

/ f ^ \ 

c> ; — 

( O --- 






Ell se reportant a la lormule (XXXVlii), on en conclul 
I'egaiite 

cxix,^ i:4S = 


oil, diins le second membre, on suppose qiie q — e''^’- est rernplace 


pai' e ^ . 
L'expression 


I — {/i — 7 
i -T- 


qui est evidemment ime fo action lio- 


iomorphe de x dans le plan (e), jouera tin grand role dans les 
ealcnls nuineriques; nous la representerons par p. Observons que 
sa valeur absolue est plus petite que i, car, la partie reelle de 


{ 1 — 7 etaiit positive, le point \/ 1 — x est a nne distance moindre 
dll point I que du point — i, et le rapport de ces denx distances 
n'est autre chose que la valeur absolue de 3. 


530. On a de me me 


^CXIX,;l 




r-: X, 




En elFet, lorsqiie x est positif et plus petit que un, Eegalite 
z — k'iz) entraine les egalites 

]i(z) X, K'(':) = x', 

puisque Ki'T) et X, d’une part, K ' el X' de I’autre soiit alors 
representees paries memes integrales definies; niais, quand on 

regarde -r comme egal a et R'(t) sont, dans le plan (G), 
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des lonclions (de fonclions'? liolomorpbes de x: les EE'alilcs soL- 
sistent done dans loul le plan ( o .. 

De la relation 

~ n’ 

- i o — I = N 
•2 ■' ■ X 


on deduit, en designanl par ^ X la racine carree de \ dont la 
panic reelle est positive, el par | - la racdne carree ariLiiirndiane 
de - ; 

'I 

CGXIX:) V X I - ^ ; ( <-» ' — : : 

12 . . X 

cn effet, les deux nieinbres qui sont des fooclions holomorphes 
de X dans le plan (c) sont positifs quaod x est positif. plus petit 
quo iin. Cette egalite, jointe aux precedentes, donne les relations 


(GXIX:,) 


< _ 


d’ou, a cause de la relation (XXXV I 5 I. 

(GXIX-) v' I — y.[ v X;'" — I ~ ) ’ 


531. La premiere formuie (XL, ) donne immediatement, en te- 
nant compte des formules (XXXV IL) et (LXXI- ). 


] 2 - • 

= -1 l\{ 7 ![i v A-'i 7 )]". 

i 

Voyons ce que devient cette egalite quand on j remplace 7 
par--. X et x' etant les fonctions holomorphes precedemment 
definies de la variable x qui est assujettie a resterdans le planets;. 
La fonction /t-('v) se change alors en x; k'[iz) se change done 
(CXiX,) en 
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quaniite cjiii. comme nous I'avons vu, est en valeur absolue plus 
petite que i. Designons aiissi par ce que devientx quaiid on y 
remplace 7. par Xj : ala verite pent etre negatifet se trouver, 
par suite, siir line coupure da plan ((S); Xj n’en est pas moins de- 
fini puisque Ton a vu que la coupure pratiquee le long de I’axe 
des qoantites negatives nunteresse pas X qiii est defini dans toiitle 
plan rX). 

Le dernier membre de i’egalite a transformer devient rnanifcs- 

tement 

7 X (l 
{ 

Pour voir ce que devient le premier membre, placons-noiis 
d'abord dans le cas normal oii j est reel et positif ; x= /i--(v) est 

alors reel, positif et plus petit que i, et il en est de meme de 
3'* = (dv) ; il est done clair que clans le cas normal x^ est egal a 
K(4v) comme X est egal a K(':). On a done, dans ce cas, Pegalite 


D ailleiirs, quand x reste dans (cs), reste dans (T) ; Xi est done 
line fonction (de fonction) holomorphe de x; il en est manifeste- 
ment de meme dii second membre de I’egalite precedenle; cette 
egalite siibsiste done pour toiites les valeurs de x qiii appartien- 
nent an plan (S). 

En ecrivant x(x) an lieu de X, c’est-a~dire en regardant X comme 
on signe fonctionnel indicjuant line operation a effectuer siir le 
nombre 7 ., on poiirrait ecrire le resiiltat precedent sous la forme 


(GXIXsi 



7 (l-r- \/l -x)-. 


En se rappeJant que K'(4") est egal a 4jTrK(4x) comme Iv'(- ) 
est egal a on d(5duit de Fegalite («), la suivante 


K'(4") = K'(T)[n-v//7e)]l 

En designant par x' ce que devient x' quand on y remplace x 
par ,3', et en raisonnant comme tout a I’heure, on Verrait que, 
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dans le cas normal ou j esl reel et positif. ceUe esraike devienl. 
lorsqii’on y remplace t par . 

x', — ( I ^ (' I ; 

niais cette egaiite ne snbsiste pas dans tout le plan e ^ parce qin; 
la coupure le long de Faxe des quantiles negatives interesse I'in- 
tegraie xd 


o 32 . Pour ce qui est de la solution des equations y. . oii £|. 
£0? ^3 sont les donnees, solution qui est foiirnie paries formides 


X / x' 



nous avons fixe arbitrairement la signification de y • j — £«. sans 
rien dire de — so, \ ^2 — ^3*? convenons de prendre 

v'ei — £2 = v' — £3 v/ 1 — 'z* . V '^2 - 23 ^ — V — -3 V' */- ; 


les radicaux s^/e^ — v'e^ — ^3 co'incideront alors respectivement 
avecles radicaux y'si — So, y So — *3? sail dejaque y cq — e> coin- 
cide avec \/ei — £3. 

Choisissons pour — £3 celle des racines carrees de \ Sj — £,•: 
que Ton voiidra, et prenons, en conservant pour ^ x la determi- 
nation specifiee plus baiit, 

(CXIXs) ve^=j;:^; 

V'Si — £3 


a cause deia formiile(XXXVl3), on aura alors p e^ — 63 = \ £{ - - £3- 
Determinons enfin les valeurs de\ Sj — £27 \ *2 — paries condi- 
tions 

(GXIX9) \/zi £0 ^ — ^3 ''-5 f *2 ^3 V ''•5 

et les valeurs de p — eo, ( ^2 — ^3 coincideront avec celles 
de p £4 — £0, V £0 — £3* 
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f ,, 

VI --/-Sill cp 


I consideree 


comme fonction de 


533. XoLis aliens maintenant efcndier de plus pres les fonctions 


X= I 

J \ I 7,5111-0 


--Ctt. 


• (l 7.) Sill- O 


que nous designerons aussi par x(v.), X''(/.) = x(i — x). Ces deux 
fonctions soul (n"^ holomorplies dans le plan (G) ; la premiere 
esl holomorpiie dans ie plan (T), la seconde dans le plan (T^). 

En supposant que y, appartienne a (T) et que le cercle decrit 
da point */ comme centre avec un rayon egal a | A | n’atteigne pas 
la coupure de (T), on pent ecrire 


\ I ! 7. — /C) ^Jll- Cp 


7. sill- cp 


en conservant a tons les radicaux le sens prescrit au n° 523; les 
deux menibres sont, en effet, certainement egaux au signe pres 
et les signes sont les memes pour les petites valeurs de A; TegaliLe 
subsisle done tant que les deux membres sont des fonctions liolo- 
morplies de A. En developpant la quantite 


par la formule du binome, et en integrant entre les limites o et 

on trouve 

\i/. — h) =z — - Jj ^ ^ j /^n 

A a. 4 ■ 2.4 2/i 


ou 1 on a pose 


1 _ sin*-"o do 

n— j ^ 

(i— 7. sin^cp) : 



TROCYER 
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11 esl aise d'obtenir pour les integrales J,. unt" forinidc dc re- 
doclion. Ell integrant entre o et - les denx nieiiiLres de rde:dite 


d r . . ] 

p I — y, sill'- 'ji - cos 'j J 


I o « ~ I XM — X Sin-u . 


'in - ( [ — X • 


- i I — X sin'- c 1 


on Ir Olive 


O = ( •> /2 ~ I I 


j‘~ dv\-- 'z rl-:, 

. O. (1 — X sin'- e. ) - 


— {'in :xJ.-- — •> n 


j,. 


D’ailieiirs, on reconnait sans peine qae les deuK integrales (|ui 
fignrent clans le second membrc sont res|)eclivemenl egales a 
— J/i, : on en concliit regalite 


(■ '1 n -r- 1 ) ( — X ■) J 1 -r- •-> n • •:> x — i * J -r- ? •:> n — = o . 


Jo ii’est autre chose qne X : les fonctions suivantes Jj , - 

sont, a des facteurs niimeriqoes pres, les derivees successives 
dex; la relation precedeiite n'est done pas autre cliose qii'iine re- 
lation liiieaire entre trois derivees conseciilives de X; eo parli- 
culier, si Ton suppose n — i^ on troiive cjiie X veriile 1 ecpiation 
difFerenlielle do second ordre ‘ ; 


(T) 


X (' X 


c/x- 


. c/r 

(OX I j H r- 

av. 


- y 


= o. 


531. Cette equation ne change pas, comme on s’en assure im- 
medialement, quand on change xen i — - x. 11 eii resulte qiie X'< x o 
qiii n’est autre chose que x(i — x), verifie aussi Tequalion (yj. 


(') M. L. Fuclis iCrelle, t. 71, p- 91 ) a le premier applique ies proprictes des 
equations differentielles lineaires a i etude cles modules de periodicite des fooc- 
tions liyperelliptiques, et, en parliculier, a Tetude de la fonctiou que nous desi- 
gnons par x. 
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Le fait que cette equation (v) ne change pas quand on y change x 
en I — X n'est pas isole; elle ne change pas non plus quand on 

change x eii ~ ou en et en encore quand on 

change en — ou en — ^ — ct y en 1 — x. 

7 . — 1 f — X ^ ^ 

Si, par excmple. en designant par ime fonction de la va- 
riable Xi . on pose 

y sera line fonction de x qui s'obtiendra en remplacant Xi par 

dans et en di\isant le resullat par y 1 — x; on aura dans ces 
conditions 


dyi 

r — y. j- p. 


. .*'1 





d'\vi __ 
dv. f 

■/ 

— 7 



Xi(7i- 

' c/y.f 

( 2 7 

1 

-1- 

4l's| 


= V' 1 

[ — •/.(■/. — 1 

r / X 



et Ton voil ainsi qiie, si la fonction yi annule identique- 

raent le premier inembrej la fonction 



aniiulera identiquenient le second. C’est la proposition annoncee 
dans Fun des cas. 

o3o. Quoique cette verification suffise a notre objet essentiel, 
nous voiilons indiqiier Forigine des proprietes de cette nature. 

Observons d abord que, si Fon regarde t comme Fune quei- 
conqiie des fonctior^ analytiques de x definies par Fequation (j3), 
z = A'-sy:), les fonctions K(t), K'(t) regardees comme des fonc- 
lioDs de X, verifient 1 equation (y) : en effet, ces fonctions sont 
525) des combinaisons lineaires a coefficients constants 
de X, xb 
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Considerons main tenant, oatre Ft^ualion V . requalion 

el siipposons qiie t el Ti soient des loiictions aiiaivlifpnj.- x 
gi (xj) qui verifient ces equations; les fonclioiis Iv:’t l\ t': d'one 
part, ies fonclions ) de i’autre veriiieroiiL re-peeli- 

vement i'equation {"/i ct requalion 

V-. . dv. I 

« Vl ) Xi i Xi — l - -- I -iX; — I ; r- 7 Ti ~ O. 

d'/.r dy,i 4" 


Si, mainlenanl, en designanl par x, 'j, o qualre nombre.^ en- 
liers donl ie determinant xo — 3^ soil posilif. on elabiil enlre t 
el 'Zi la relation 



cela revient a elablir one relation entre x et xj , a savoir 



nous representerons, pour abreger, ces relalions par X{ i_: . 
■x--=F(x,). On a d’ailleurs 

i K't'Ti i __ _ _ V K( T i — c i K'- t ) 
a Kt; /: ! — 3 i K4 -r j 

et, par suite, en designant par une fonclion convenable de t, on 
peut poser 

K(ti I — ^[a K(T j — 3£ K'(’^ >!' 

K' ( ^ 1 j j [ 7 R i ' ; -- ^ i R' ( d ■' 


ii resulte de la qae ies quantiles R(t), ::Rb/:), qui sent evi- 
demment des combinaisons lineaires a coefficients constants de 
K(t,), K' (ti), si Pony regarde t comme egal a «-[F(xj)], verifieront 
Fequation (vj;; en d’autres lermes si, dans cette equation, on 
commence par faire le cliangement de variable et de fonction 
defini par les relations 

Xi=/(x), 


oil dans ^ doit etre remplace par ^’( x), elie se Iransformera en 
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une noiivelle equation clii second orclre qui admcttra les memes so- 
lutions q K'(t ) qiie I’equation (y) ; ia transformee sera done 
Identiqiie a celte ckjaation (y). Cela revient a dire qiie TequatioD 
y ) se change en elle-meme qiiand on y change z en / (x ), y en g)'. 

Or, si Fon suppose qiie les entiers a, [3, y, 3 verifieiit la rela- 
tion a3 — li-' ~ I, on troLivera dans le Tableau (LXXX;j), siiivanl. 
les six cas possibles, que la fonction /(z) pent avoir les six 
formes z, y 1”^’ * — auxqiiels correspondent, 

dhipres les formiiles (XXXXo^F)^ les valeiirs de donnees par la 
formiile e'est-a-dire 1 , — z, y/z, y/i — i ? V 

pas tenii compte pour ecrire ces dernieres valeurs du facteiir( — ij 
qui figure dans les cas 4° et 5'\ ce facteur n’oflrant aucun interet, 
puisqiie toiite solution d’une equation lineaire pent etre multiplier 
par line constante arbitraire. 

On oblient ainsi les resultats nieines que nous avions annonces 
el dont le-lien avec la theorie de la transformation lineaire appa- 
rait ciairement. 

On voit de la meme facon, en se reportant an n‘' 531, quo 
Feqiiation (yi) se change dans Fequation (y) qiiand on y fait Ir 
changement de variable et de fonction defini par les formules 

,ri= i'd — x]“ < ‘ >• 


^ r- 




VI- 


\') C'esi maintenant un problenie qui se pose naturellemenL que de clierclier 
it determiner les fonctions ^ el / de */., telies que Tequation (vj se change dans 
lequatioii (7) quand on y fait le changement de variable et de fonction defini 
par les equations 

X005 nous bornerons aux indications suivanles : 

Eli dcsignant par des accents les derivees prises par rapport a v,, on trouve 
immediatement ies conditions 

. 7' /■' . (3/-0/' _ 

/' ' /-■-/ ’ 

£ __ f 1 _ r I 

- /' - ‘ i .0-/~4 vr-x’ 

la premiere donne, en integrant, 

^ /^-/ ^ 

C est la constante d’integration. En portant cette valeur de ^ dans la seconde 
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01 


Observons aiissi (|iie 1 tk|ualion (lilTerentieile *' 
lype de 1 equation, eludiee par ( Wiiiss. que veidne 
geometrique < * i 


I? ^ . a ( a ~ I ' 3 1 3 — : 

‘ ^ - 7 ' I • ■^• 7 ' V ' 0 


597 

prjaiiienl ao 
-erne liYper- 


dans le cas on I on suppose v. 


I. A ce point d=- 


viie, les proprietes relatives an cljanqemeni de x en - ^ 

1 - - x, ' lie sont que rappjlication a ce cas particolier de 
proprietes coiinaes de cetle equation. 


o36. Aous allons cherclier la solution ceiieraie de requalion 
differenlielle (yj. D'apres les principes que nous avons rappeb's 
dans rintrodoction, on sail que. si Ton considere tin point x^.. 
autre que les points o. i , il existe une fonction de x. verifiaot i'e- 
qiiation dilFerentieiie ‘. ‘' 7 fonction qui est liolomorphe dans toute 
aire liinitee par un contour simple ne con tenant ni le point u. 
ni le point i, qui, eufin, si Ton se donne deux nombres arbi- 


equation, <>n irouve, [jOur determiner/, requalion dillerent j.dle du tr.:.islenir 
ordre 

r./ •> X., -f— Oi Anil - , • 

V/ - '\f V. r j 


en reniettanl v.^ a la place de / et en nespccifiant plus la variable iridependante, 
cette equation sc met sous la forme 


:>dv. c/y.q dv. cZv., d- v,) — 3 [d-v., dv. — dv.. d-y. ) {d-v., d'K - - </y. i 


-e dy. \ d'/.‘ r^'-T A_i 1 d-/.\ 

L 7/7 — v-.r 

En rempiacant respecliveiiien t 
forme que lui a donnee Jacobi 


■/.- — y. --- I 

•/.. par 


d y? j O. 

on met cette equation sous la 


2 \r ic- dl dk {dl d^ k -- dk dd ■ - 3 Id {dl d^ k - dk d^ t ) (dl k -r- dk d- i ) 

-- dt] - : 0 . 

On n’aiirait aucune peine a former aussi I'equation dilFerentieiie que verilic 7. 
Le iecteur reconnailra sans difticiilte que c’est i’equation diflerentielle du troi- 
sieme ordre que doit verifier le quotient de deux solutions queiconques de Fe- 
q nation (y), 

(') Voir, par exemple, la These de M Goursat i.-innales de VEcole Xormale 
siiperieare, 1S81 : supplement au tome X }. 

T. et M. -- III. 
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trairesj^). se rednit aj'o poiirx - -Xq, tandis que sa derivee, au 
me me poinL est egale ayj,. 

Ddipres cela, si Xo appartienL au plan ((E), il y aura ime solution 
de reqiialioii differenlielle (y), holoniorpLe dans ce plaiij qui, 
pour x = Xo, se rediiira, ainsi que sa derivee, a des valeiirs arbi- 
trairement prescriles : si ces valeiirs sont celles que prennent, 
pour X = Xo, la fonction et sa derivee, ou la fonclion et sa de- 
rivee, cetle solulion liolomorphe dans le plan (S) ne sera autre 
que la foocfioii X, ou la fonction x'. 

Xoiis designerons, dans ce qui suit, par Co, C^ les cercles de 
ravon uii decrits des points o, i comme centres, par D leur corde 
commune; par (Xo), (Ci) les I'egions interieures, par (C',), (C,) 
les regions esLterieures aux cercles Co, Ci, par (Do), (Di) les deux 
demi-plans, separes par la droite D, qui contiennent respective- 
ment les points o, i;puis par (Co C^ ) la region commune aux deux 
regions (Co), (C^); par (CoCiDq) les regions communes aux 
irois regions (Co), (C,), (DoV, .... 

Si I’on cherche a verifier Tequation difierentielle (y) par une 
serie de la forme a,,-— x -p aox-p- . . . -h -f- • * - , on trouve 
de suite, en substituant, puis egalant a o le coefficient de x'^-', 
ia relation 

( 2 N = ( 2 n ~ ip a, ( n i ) . 

On en concliU que, si Ton pose 

la somme de la serie 

I = ^ix -h. . , 

dont le cercie de convergence est manifestement (Co), verifiera 
1 equation difierentielle [y). On voit de plus que toute solution 
de cette equation, holomorphe dans (Co), se reduit a la fonction 
A( X ) miiltipliee par une constante. 

On trouve one seconde solution de ^equation differentielle (y), 
en posant 

jr = 4 X(x) logx ; 

urx) esl une fonction inconnue que Ton va determiner tout a 


2 


0 . . . ( 2 /i ■ 


-0~ 


2 - 4 . 6 . . .'in 
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I'lieiire; les theories cle M. Fuchs siir les equations dilTfLU’enlielie? 
permettent de prevoir qiie la fonction sera hoioiiior|)Iit' 

clans (Cu); quant au coefficient \ ii a ete simpleiiient introdiiil 
pour ia commodite des calculs. Quoi qu’il eii soil, eii por’aril la 
precedeiiie valeur dans requation diflerentielie ' el eri ieiiaiil 
coniple de ce que a x) est une solution de cette equalioii. on 
trouve immediatement, pour determiner u' x' , la relation 

( Y') q'/J y. — i) 'X (y.) — .1 n — -lygt a'(x_! — ij.(y. i — — 2 y. — i' ^ x ■ - - 

Si Ton essaye de satisfaire a celte relation par une serie entiere 
de la forme «o -r ci^ x . . . — 011 les cin sonf 

les coefficients deja delinisj que Ton inlroduil ici eii viie de re- 
ductions ulterieures, on Irouve, en egalant dans les deux meinbres 
les coefficients de x^^~% la relation 


on en conclut que si I'on pose 



la somme de la serie 


( CXXi ) a(x j = Cli bi'A ~ a-i bi'/^ -r- . . . ~ a a bn'/J^ 

dont le cercle de convergence est evideniment verifiera 

['equation differenlielle (g). 

On voit done que toute solution de I'equation differentielle (y). 
en particulier les fonctions X, xh pourra dans (Co) se niettre sous 
la forme 

( CXXi) X AC/.) -C B [4 ;jl(x ) -c /(x ) iogx], 

en designaiit par A, B des constantes convenables. 

o 37 . Avant d'aller plus loin, nous etudierons de plus pres les 
fonctions a(x.), |j.(x) de nianiere a obtenir des valeurs approchees 
de ces fonctions, en supposant |x| <) i. 

La forniule de ^Xallis fournit, pour tout entier positii /?, les 



On pourra done poser 


iiT. ^ r, {-in 

et i on a lira i'egalite 

n~x 

^ GXX;. . A( ~ z ^ 7G ~ “ Z Og( T — ■ '/-) — ^(>^ ), 

n=:i 

Oil £( x't est line serie enliere en x, a coefficients tons positiis, f[u 
Ton pent ecrire sons ia forme 

:(-/. i = x Y s„ 

joaBtsi 

n:=l 

etdont la somme est, par consequent, moindre en valeiir absolueqin 


/Z = X 

VO 

t: ^ /in i/i -h i J 


! 7. 1 - ( [ log 2 ') : 


en se reportanl a la valeiir o, 69.31 47 *. ■ dii logarithme nalurel de ; 
on volt que I on a 




Posons de meme 

log-2 — 30 o ■ 


1'/} En faisant x = ~ dans la formule (I,), on trouve de suite 

rn = X 


oil ro-n a pose 


p _ ( 2 7? -f- 1 )= ( 2 7? ^ 3 )E . . ( 2 7 1 -1- 2 A' — I )= ( 2 77 -h 2 A' 4- I ) 
^ ( 2 71 4- 2)= ( 2 77 -h /f . .(2 77 4- 2A )- 


On a d'ailleurs, pour tout entier positif k, 


Pt Pi 

— <1, — ^ > I. 
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Tegalile 


r. -K. n-~^ 

hp 7. " 


a(x. ^ 2 = ' E — - 

Mmi "T. Jssi. n jbM. 


enlraioe la suivante 
(GXX.i u.: 


lo£ro 

-- — lOLT* I — X; - T Z , 


Oil '0 {y. \ ~ V est line serie enlit-re en z doiil les co jfilcieots 




sont tons positifs: on a d'ailleurs 


''i • 


et cies inegalites 



!^J}. 

71 



I 

a/2 — r 


k n 


a 1 01; 


f^T 


on decliuL ensuite 




;-(l- 


- loga) (i — ioga ) 


Ces expressions foarnissent cles valeurs d'aiitant plus appro- 
cliees de a(7.), |x( 7.) que ia quantile jxj est plus petite. On obser- 
vera d’ailieiirs que 

Iog(l — z) rrr -- i — 9L _ . . _ 


qui est la seule fonction dont dependent ies expressions appro- 
cliees de a(x) et de 0.(7.), est une fonction liolomorplie de 7, dans 
(Go); le coefficient de i dans cette fonction est de signe contraire 

a ceiui de i dans 7.; il est compris entre — - Gt 7'. 

La partie reeile de a( 7.) s’oblient en retrancliant la parlie reelie 
de £(x), qui est molndre en valeur absolue que de la parlie 

reelie de i — ;zlog(i — 7.), quantile qui dans (Co) est toiijoiirs 
siiperieure a 1 — on k cette partie reelie est done plus 
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urancle que ~ ; elle ne s'annule done pas dans (Co ), non plus qiie 
a( 7 .). On trouverait sans peine qiie le coefficient de i dans a(x) est 
inoindre; en valeiir absolue, que Le coefficient de i est moindre 
en valeiir absolue qiie | dans '^(7.) et c[Lie ^ dans 


o38, P 


uisqiie A ( xj ne 


s’annnle pas, le rapport est, dans le 


cercle ? Co j, developpable en une serie entiere en x; il importe de 
demontrer que les coefficients de cette serie sont tons positifs, 
<|ii elle reste convergente pour x : — i et qiie sa somme est alors 
egale a log 2. 

Tout d abord, des equations dilFerentielles que veufifient A(xb 
U' x), equations qui peuvent s’ecrire 


-1 — l)*A ^‘(X I — O, 

d 

4 tC''* — I r/. Tix)] g(x I - — ! 2 ('x — i) A'(x) ~ X(x), 


on tire aisement 


. i- 
dv . ' ' 




puis, en integrant entre les limites o et x, et en divisant par 
x(i — x') A-('x\ 

. c ’i ' ^ __ I . I 

^ dx >. (^X ) “ X ‘ * 

Cette egalite niontre^ en passant, que, si xaugmente parvaleurs 
reelles de o a i, va toujours en augmentant; en efFet, on a, 
dans ces conditions, 

).(y.) < -J=, 

y/ I — X 


puisque le coefficient de dans le developpement de b(x) est le 

carre du coefficient de x^ dans le developpement de — > coeffi- 

y/i— X 

cient qui est moindre que un : la derivee du rapport est done 
positive; ce rapport croft de o a log 2, limite vers laquelle il tend 
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qiiaocl -/. tend vers i, 
approcliees de a x . 


comme ii resiilte iinm^Miatemeiit d^-s 

'Ai X 
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eg-alite izj iiiontre qiiele developpemenl de s'idideridrad 
aisenient si l"on avail ceiai de ^ — : cherchons d'abord eeisii d.* 

- i X i 

A-(xo Ln formant Tequation diiFdrenlieiie lineaire que w'riiient 
les carres des solutions de reqiialion (*' ••. on troave peine 


•1 ^ - s — 7x — jx - , ! I — e.x 

XM — X I X- ■; I — X i- •> X- 1 X !- "" 


et, si Ton clierche a verifier cette equation par ime soiuLiun de la 
iorme - - a, x x^x- - - . . . , on obtient aiseinent la relation re- 
carrente 

[ 

{n -01 j'M, x,v— i ~ cc/t ■ — /i-'t y.fi - a-. * ‘A/i — i 


qui, avec les conditions Xq --- i, x, determine completemera 

les coefficients x,^ du developpement de a-; x' . Tons ees coeffi- 
cients soul nianifestement positifs, et Tequation recorrente 
montre, en raisonnant par induction, qidils vonl en decroissant: 
ii en resiilte que la fonction 

( I — X ) A- • X I — I — ( I rx (' 'jLfi 'X'' -r- . . • 

est de la forme i — [ijx — 90 'a- — .. tons les coefficients 3 ^, 
| 3 o, ... etant positifs. Si Ton se reporte a la valeur approcbee de 
a(x'), on voit que, lorsque x tend vers un, (i — x)a-(x) tend 
vers o; ii faut done, lorscjue x tend vers iin par des valeiirs posi- 
tives, que j3iX- - |j 2 X--h. , . tende vers iin, ce C[ui, puisque tons 
les [j sont positifs, ne pent avoir lieu sans que la serie 3| - [io — • • * 
soil convergente et ait line so mine egale a un. II en resuite que 
pour tout point de (Cq) ia valeur absolue de 91 x— • • • est 

moindre que un, et Ton pent ecrire 

n=ec 

2 (?•>'- -Si’/--- •••I"; 
n = l 

le second meinbre esl developpable en une serie a coefficients 
positifs; ii en est de meme de 4 et dc : niais. quand 


I 

( 1 — X ) A- { X ) 
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-/. tend \er 5 i. ce dernier rapport Lend vers log :>; il iaul done qiie 
la serie qiii le represente soil convergente pour x - i, et ait urie 
s 0 mine e si- a 1 e a 1 o 2 : . 

. . , 'jl( y. ) , • 

Tons les coefiicienls de la senae qin represen te sont (‘vi- 
deiiiment rationnels. 


539. Puisque ^■eq^al^Oll dillih'eiUiclle (y ) ne change pas qiiand 
on change */. en i — x, il esl. clair qne, dans le cercle (C| elle ad- 
melira les soiti lions 

a(i - X), 4 - - X ) -r- a(i — x )log( r-- x ). 

Les deux cercles ( Go}. (’Ci) out une partie coinnume (CoCi), 
qiii appartient lout eatiere an plan ( c? ). Nous adopterons, pour 
cette region, les determinations de logx, iog(i — x) qui out ete 
precisees au n° 523; en particulier, si x est reel i compris entrc o 
et I) les logariihmes seront reels. Dans cette meme region les so- 
lutions qu'on vienl d’indiqiier doivent etre des fonctions lineaires 
a coefficients constantsdes solutions a(x), 4 r ).(x)logx qui 

conviennent a la meme region, c’est-a-dire qu’on doit avoir, en 
designanl par A, B, A', B' des constantes, 

J }. ( 1 — X j A ). ( X I -r- B [ 4 ( X } -i- A ( X ) log x ] , 

{ 4 J - >■. ' -All X ) Iog( I — X ) — . A' X (x) B' [4 |JL (X ) -4- A (x) logxj . 


Nous determinerojis ces constantes en supposanl x reel. En 
remplacant, dans ces identites, X(x\ p.fx), X(i — x), u(i - - x) par 
les expressions dii n*’ 537, elles prennent la forme 


( B - i I log-/.. 


A 4 B logs 


iog( I — y.) — a(x) -- o, 


' 4log2 A' — 4B'log2--7U, , 

jlog-/, __looqi— 


oil y. x) el ,3i x) (lesignent des fonctions de x dont les valeurs abso- 
liies restenl inferieures a des nomhres fixes quand x s’approche 
de o on de i, comme il est aise de le A^oir en se reportant aux li- 
mites obtenues an n" 537 pour £(x), Tj(x) et en observant quo 
xlogx tend vers o avec x et que logx log(i — x) tend vers o quand x 
tend vers o on A^ers i. 
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11 est ciair aiors, en faisant leiidre x successiveniciil vers o «iii 
vers I. que les dernieres egaiites ne peiis'crii subsisler ^ans qiie 
ies coefficients de log*/.. log(i -- */. ; soienl nuls: on a ainsi onalri'* 
equations pour determiner les constantes A. B. A'. If. ifjn 
trouve 

- B— - ^ tq' l , .VB — A' B r. i . 

On poLirra; si Bon vent, resoudre ies equations A • par rapporl 
a a(x':, 4 af */.':- ;- log*/.; on obtiendra immedialement le re- 
sultal en changeant dons ces equations incunes x en 1 — x. 

Ces equations sont valables tant que x reste dans la region 
(CoC^ ): dans le cercle ( Co e en dehors dii cercle • Cj . les foiie- 
tions Aid — x’q !j.M — X ) n'ont pas de sens. Si i’on adoplait dans 
le cercle i’CoA ou les fonctions }.(■/. •, p.- x'; ont une signification 
precise, comme definition des fonctions ). 1 — x . p.(i — x ■ la 
signification cpii resulterait des equations (A » ell eS‘-m ernes, on ne 
ferait que continuer ces fonctions en dehors dii cercle de conver- 
gence (Cl ) des series qui les definissenl • n^"^ 5i-52 ). 

S40. Les formules precedentes nous fournissent de nouveiles 
expressions des fonctions X, xb En eflTet, X etanl une fonclion ho~ 
lomorphe dans le cercle ( i ne pent differer que |)ar on facteiir 

constant de A(x ; pour */. o, X est egal a - > x 1 a i ; on a done 
(GXXo I * x( */. ) — - )o x !. 

D’aiileurs xb x i est egal a X \ i — x j ou a q ai 1 — x>; on a done, dans 
la region (Co Ci !, 

( G XX - 2 ) x' ( X ) — — 1 1^4 a ( X ) — A ( -/. ) log - - j • 

Cette derniere formule n'est etablie que pour la region f CoC^ q 
mais elle subsiste tant que les deux merabres sont liolomorplies, 
e’est-a-dire dans tonte la region du cercle ( Co') qui fail parlie do 
plan (S), ou encore dans le cercle ! Co q lorsqu’on y a pratique la 


I 16 log-O - ‘ 
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eoojjiire qni va dii point o an point ■ 
cipale. 


[; a sa valeur prin- 


o4i. La proprieteqirarequation (v) de se reprocliiire dans les 
condi lions qiii onl ete specifiees an n° o34 perme.t de ineme de 
dediiire des solulions A*;/-), 4 pfy.; A( x) logx, valables dans Je 
cercle ' C„ d’autres solutions valables dans les regions (Do), (G^ ), 

< Co », <: D| . et ii sera aise de relier deux de ces diverses solutions 
en les comparant enlre elles dans une region ou toutes deux sont 
valables. 11 nous suffira de considerer les regions (Do) et (Do Co) 
qiii comprennenl le point o. 

La region ('Do ' est caracterisee par la condition 

resiilte d'ailleurs du n® 534 que Lequation (y ) admet dans cette 
region les solutions 

rvb;''(^V I- 7T=0(;V) 

La premiere fonction est regiiliere au point o; en ce point elle est 
egide a 1 . si Lon adopte pour le radical la determination qui se 
reduit a i pour x “ o. On a done, anx en\drons de x ~ o, 


\x-i 


0 rL) = 


piiisqu'une solution de requalion ( y ), reguliere au point o, ne peut 
differer de A(x') que par un facteur constant (n° 536). Cette ega- 
lile siibsistera dans toute la region (CoDo) ou les deux membres 
sont holomorphes. 

Quant a la seconde solution, nous la remplacerons par la fonc- 

iion 



qui n'en clilTere que d\m certain nombre impair de fols 
“L:=a(^_~), et qui, par consequent, verifie aussi Fequa- 

lion (y).DaQS la moitie du plan (5) qui fait partie de la region (Dq), 
F(x) sera une fonction holomorphe de x, en adoptant pour 



ox DOXXE OU g./, TROUVER 7 01' 


lo<i' 


r et y I — x les vaieiirs Tprincipales) speciiieei 
Envisageons, dans la reg-ion (CoDo), modifiee parla cocpnredii 
plan (5), la solution F(x ^ — 4 a(-/d ~ A'xjiogx de rcc|iialion . On a 

F (y. I — 4 a (X) - A (' X ) Joax — 4 j V. j ~ | v. 7 . il 

Lv ‘ J 

" [v i~— ^ ^ ^ 

le second membre, si Ton tient conipte des egalites 


^ . r . / 7 A. 

A (■/.)= —j, 

VI— 7 

se reduit a 


I / X \ 

jj. _ ,j.r/. ) 

V i -7 V*/- -o/ 


— — — loir 7 — lOiT*' I — 7 . 
1-7 


■ A fx ) io^! I — 7 ; 


cette quanlite est done line solution de reqiialion * *' : elie esi 
regulitTe au point o, s’annule en ce point: elie est done identi- 
quement nulle dans la region (CoDo). Par suite, dans la region 
(Co Do), modiiiee par la coiipure du plan on a 

( ^ [^4 ,, (^j ), ( log ^ j 4 _ ),i., , log... 


Les deux equations fr/) permeltent d'exprinier les ibnetions 
/, ( )’ r'- ( niojen des fonctions At'x), [Xi x on inver- 

sement,etde continue?^ les premieres fonctions dans tout I e cercle 
(Co), on les fonctions Ifx), p.(x) dans toute la region ^ Dy), a Fex- 
ception des coupures. II est aise d’en concliire d'autres formiiies 

de passage, en changeant x en i — x. puis x en mais nous nous 

bornerons a etablir les formules de ce genre, pour les fonctions 
x(x), X^(x), qui sont notre objet essenliel. 


542- Observons d’abord que, si i'on veut, par exemple, relier les 

fonctions x(x), X^(x) aux fonctions X ( ^ ( .7~zr7 con- 

vient de rester dans one region ou toutes ces fonctions soul lioio- 
morphes : les deux premieres sont boloinorplies qiiand le point x 
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reste dans ie plan } ; les deux secondes, quand le point 

dans ce menie plan : les qnatre fonctions serontdonc liolomorplies 
S! id'jn assojeltil le poinlx a roster soit au-dessus, soit aii-dessoiis 

de Faxe des qiianlites reelles : car alors sera imaginaire 

comrne 7.: mais, si x etait reel compris entre o et i, ^ serai t 
reel, iiegalif, done figure par un point situe siir une coupiire de (g). 
La meme observation s’applique aux nonibres ’ i 

^ : si X reste soit au-dessus, soit au-dessous de I’ axe des quan- 

fi tes re'elles, les fonctions X (x'i, X ^ ^ ^ ’ 


xj ^ j- M x' 7. ^ resteront tontes holomorplies. II 


coovieiU d'observer encore qiie le coefficient de i a le m^me 
siane dans x, — ^ — et - — - et un signe contraire a celui-la dans 

1 X 7. ^ 

i 7. 

- ^ f - - X. - . 

7. ■/. 1 

543. Xous conviendrons, dans toiites les formiiles qui suivent 
et qui comportent nn double signe, de prendre le signe superieur 
oil le signe inferieur suivant que le point x est situe au-dessiis ou 
au-dessous de 1 axe des quantiles reelles. Supposons d’abord que 
le point X appartienne a la region (GoDo); on aura alors, eii 
appjiquant les formules fCXXob 



dans le second niembre de la derniere equation le logaritlime a sa 
valeiir principale; on a d’ailleurs (n'' 523) 

log — — lO®’ TT / 

^ i6(x — I) ~ 

suivani que le coeiiicient de i dans - est positif ou negatif 
OU, SI Ton veut, suivant que le coefficient de i dans x est positif 



uu iifiiaLii . on a uonc* en cenani conipie aes rciaLioii- 7 . 

/ Z TT r--- , 

X ( ^ V' i— 


x'( 7 Ti — -7 


; Z . 


z 

■| . r _ 

li) 




\ S ■ 


d’ou enfin, en appiiqiiant encore une fois ies fornniles C\X_ 


X ■ — . / z , . 

X ( ^ ] — \ I \i y, .. X ( i — \ 1 - - Z; X Z , IT f \ . z . 

Les deux fonnules anxqiielles nous parvenoris ahisi. ne soul ela- 
blies que dans la region (CoD(, •: niais elles sont valaljles tant qoe 
les divers niembres restent holoniorphes, c'est-a-dire lant que le 
point 7. reste soil au-dessiis, soil aii-dessous de Faxe des qnanliles 
reelies. 

Si, dans ces fbrmiiles, on change 7. en i - - 7., ei si f'on n nui^lie 
pas qiie les coefficients de i dans 7. et dans i — 7. sont de signes 
contraires, on troiive 


/ z — I , — - , 

X ( — ^ VZXil— z: V 

, / z I ~rf • 1 - r • r 

X ( ^ \ z [x (, I — z ' . : f X i I — z '] — ■ ^ X [X ■ z : - : / X ■ z 


On a d’ailleurs 



FiDalemenl, on oblient le Tableau de formiiles qui suit, ou la 
signification do double signe a ete precisee plus haiit. 

X'l I — Z j — X( Z K 
— V I ^ X(Z L 

— V' I — ^ ^ j -- i x(z ij. 

— gz x'( z), 

— v'z [^(X) ^x'(z i]- 


X( I — Z j --- x'( z 
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544. II est bien aise de coiicliire de ces form ales que le coeffi- 
cient de i dans le rapport Gst toujours compris entre — i et 
~ I . Placons-noiis, en effet, dans le cas ou le coefficient de i dans x 
est positif- On lire alors des formales (CXX/,) 




x'( y.) 
\ ( */. ) 


d'ailleiirs le coefficient de i sera negatif dans ^ mais (n^’ 524) 
le coerficienl de i est toujours de signe contraire dans x ety; ii 


x'r/.'i 


;era done negalif dans et positif dans le premier 


membre. II 


x(y) 

soit compris entre 


fail I done que le coefficient de i dans 

et 0 . On verrait de meme qu'il est compris entre o et i, lorscjue 
ie coefficient de i dans x est negatif. On voit encore qa’il n’est ja- 
mais nul, sauf dans le cas ou x est reel, compris entre o et i ( ’ ). 


545. Lorsque le point x en restant dans le plan ((B) s’approche 
d'un point determine d’une coupure, aulre que le point o ou Ic 
point I, X et x' tendent vers des limites d(3terminees, puiscjiie ce 
sont des solutions de Tequation diflferentielle (y), lesqiielles peu- 
vent toujours elre continiuies ie long duin cliemin d('‘termin(3 quel- 
conque ne passant ni par le point o ni par le point i. Ces limites 
apparaissenl d’aiileurs imimidiatement sur les formales (CXX/, ). 

Supposoiis, par exemple, que le point x s’approclie d’un point 
Xj de la coupure de droite, en restant dans la partle supi^rieure du 
plan (c^): on aura 


X (x) - 




x'f X) 



Dans le rnerne ordre dadees, il est aise de d(imontrer Ie theoreme suivant : 
Le paralleiograioine dorit les cutes sont respectivement o, x, x -f- ix', ix' est de- 
compose en deux triangles acuLangles par la diagonale qui joint les deux som- 
mets X, ix' si le coefficient de i dans x est positif, par la diagonale qui joint les 
deux somniets o, x -r- ix', si Ie coefficient de i dans x est negatif; lorsque x est 
positif, compris entre o et i, le parallelogramine est un rectangle. 
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Les fbnctions X? - X s - ; soul coiiLinues aoand z >'arioror*hr 
de Zj et tendent vers des valeiirs reelles et positives x - 
X ( ); lend vers ia valeur reeile et ijosilive - ^ ; <jl I'oii a 

lim [x ■ z ; = — — Tx ( — i -r- /x' i 1 I ? 

z-x/ ^ ^ X: L J 

lim [x’ t z : — - '_-T x' i — i • 

Z==z, ^ X. 


Rien n’empeche de regarder ces li mites conirne t^anl les valeiirs 
de X: z, ), xd'z| ) qiii n'onl |>as encore e!e definies: les fonclions 
X( z), xd z ) sont alors definies siirie bord supfh'ieiir la coiipiire 
c[iu va du point i a — - x, en suivant I'axe des quaiiiiles |)Ositives; 

la partie reeile du rapport encore positive, piiisque 

j etx''( sont posilifs et la continuile niontre que Tequa- 
tion en 7, est encore verifiee qiiand on suppose 

/ x7zi i 

^ x(zi) 

On pent, si Ton vent, modifier ia definition du plan e . de ioa- 
niere a faire rentrer dans ce plan le bord superieur de la coupiire 
de droite^ mais on ii’y fera pas rentrer ie bord ioferieur de ma- 
niere que les fonctions x'(‘zj- soienl iiiiH-oques dans lout ie 
plan (g). 

On voit alors, siir les deux dernieres formules 1 CXX-, v que 
si z Lend vers le point z, en restant dans la moilie inferieure du 
plan, X( z; et xd z i tendent vers les iimites 


yzi 


HV) 


- 1 
. ■''-1 /■ 


X ( Z] ) - ZiX'i.Zi j. 


I 

V'Zi 



xd,z;- 


La conpare de droite devient ainsi une ligne de discontiiiuite. 

Les memes observations s’appliqnent a la coupiire de gauche, 
relative aux valeurs negatives de z; mais, pour conserver la syme- 

trie du plan { cH) par rapport au point ii convienl de defmir les 
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fonctioiis \ ‘/‘ij s’approche da point Xo de la coa- 

|)ure en reslant dans la partie inferieiire dn plan; en sorte qae 
pour cetle coupiire, c’est siir le bord inferieur qiie les fonctions 
seronl dellnies, par exemple, par les forniules 


X rxo j 

X'' ! X.2 ! — 


\i- ■''■i 

( _L_ 
i,' I - - L ' - ■''-i 


) 




y- 


Oil fera encore reiitrer le bord inferieur de la coupure de gauche 
dans le plan « e). On voit alors que, si x tend vers le point Xo en 
reslant dans ia moitie superieure dn plan, x(x) eLX'(x) tendent 
vers les liniiles 


V/I — x. 





I 


V 



j — i \ ( — ^ - j ” x' ( Xo ) — 2 cx( Xo ). 


La coupure de gauche devientdonc, elle aussi, ligne de disconti- 
uuite. Les proprietes etablies pour Pancien plan coupe (s) sub- 
sistent apres les modifications qiPon lui a fait subir et qui per- 
mettent de regard er les fonctions X, x' coinme definies partoul, 
sauf aux points o et i. 

Les formiiies fCXX',‘ subsistent d’aiileurs pour loules les valeurs 
de X, aiitres que o et i ; lorsque x est reel, il faut toutefois faire 
altenlion, pour les forniules qui comportenl un double signe, a 
prendre le signe siiperieur ou inferieur siiivant que x est positif 
ou iiegatif et a regarder, qiiand x est negatif, y x coniine egal a 
— — X;. el quand x est positif, plus grand que un, y i - - x 

comme egal a — / ; ^ x — i !. 


o46. Nous allons niaintenant envisagerles fonctions analjtiqiies 
de X que i'on obtient en continuant les series entieres qui, aux en- 
virons dhin point x,, du plan (G) non complete, coincident avec les 
developpenients de Xi xj et de *X(x). 

On voit sur I'eqiiation differentielle (v) que Ton pent continuer 
ces series de proche en proche le long d’un chemin qnelconqiie 
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ne passant ni par le point o ni par le point i . rnais traversanl iin 
noinbre qiielconqiie de fois fes deiiN coupures. 

Les lonclions ainsi conlinades n'ofTrent pins, coniine x. et 
X^(x), des discontiniiites qiiand on traverse one des coiipores. 
mais ce ne sont pins des Ibnctions univoques dexeielles iie coin- 
cident plus en general avec xb/. > et x'i x ;. 

Poor les comparer aiix fonctions univoques X ^ x et x 'x v consi- 
derons d’abord deux fonctions Y et i\' de ia variable x qiii. aux 
environs d’un point x^ sitiie en deliors des coupiires, admetteol 
les menies deveioppements en serle enliere, en x — x,,). qiie les 
fonctions aX-f- 3 fx', b- ? fxb ou a. S. y, o designent qiiatre 
constantes reelles dont le determinant ao — ne soil pas mil. 
Fixons un chemin quelconque i R ) partant dii point Xq et ne pas- 
sant ni par le point o ni par le point i ; les fonctions V. iY\ elant 
comme les fonctions X, fx- des solutions de i'eqiialion diiieren- 
tieJle (y) poiirront etre conlinuees tout le long du chernin (R ;. 
Tant que ce chemin ne rencontrera aucune des deux coupures, 
elies ne cesseront pas de coincider avec les fonctions — 
yX + ofx^: il resuite de i’etude que Ton vient de faire de la 
discoiitinuite des fonctions X, \\ quand on traverse la conpure 
0. . . — CO, que Y et lY' coincident respeclivement, apres qu'ori a 
traverse cette coupure, avec 


y = ( a zb 2 ) X -T- 3 f x', 
zy'= (Y±2o) x-^ofx\ 


OU il faut prendre les signes superieurs on inferieurs suivant que 
i’on traverse la coupiire en allant du haul du plan vers le bas, ou 
du bas du plan vers le haul; de meme, Y et n'b apres que Ton a 
traverse ia coiipure preniient respectivement les va- 

leurs 

ax-b (3zp-2a) tx', -/x -b (o zp 27;) fx\ 

ou il faut prendre les signes superieurs ou inferieurs suivant que 
Ton traverse ia coupure de bas en haut ou de liaiit en bas. Par 
consequent, en un point quelconque x, du chemin (R) les fonc- 
lions Y, lY^ peiivenl etre representees par des expressions Lelies 
ax -h cX-^ c/fX', ou Ton rappelle encore que X, x' sont 
des fonctions univoques et oil les coefficients a, c. c/, dont le 
T. et xM. — m. 4 
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delermioanl ad — he est egal a ao — [jy? dependent de a, p, y, o 
el de la facon donl on a traverse les coupures; les differences 
a — a, h — 3, c — d—Z sont des fonctions lineaires de a, [?>, 
y* 0 dont les coefficients sont des entiers pairs. 


oi7. Si Ton voiilait se replacer an point de viie des n^' 147, 
148, 149 et envisager a, (3, y, o cotnme les coefficients d’une 
subs li til lion 


S =- 



permettaot de passer des nombres X, iX^ aux nombres Y, on 
poLirrail dire qiie i'effet dii passage par line coupiire consiste a 
miiitiplier ia substitution S par Fane on Faulre des substitutions 

T--. du n° 148; en sorte que ia substitution s’obtient 

en multipliant S par im prodnitde puissances paires, positives ou 
negatives, des substitutions T, S. Un tel produit est evideinmenl 
une substitution lineaire appartenant au premier des six types du 
Tableau (XXc). Pieciproquement (^), toute substitution lineaire 


( V ) ^ j appartenant au type i'* du Tableau (XX^) 


est un produit de puissances paires de substitutions T et V. En 
effet, conservons les notations du n° 148; on pent toujours deter- 
miner un entier positif ou negatif u. tel que dans Fidentite 



ou Fon a pose = % — ‘A up, yj =y — apS, la valeur absolue 
de 7^ soil plus petite que celle de p; le determinant a, 5 — Py, 
est egal a i et la parite des nombres a^ , y^ est la meme que celle 
des nombres a, y, De meme on pent toujours determiner un entier 
positif ou negatif V tel que dans Fidentite 



oil i on a pose pi — p — 2V7i, == 5 — 2vy^, la valeur absolue 


i^) Voir la vingt-cinquieme Lecon du Cours auLograpliie de M. Hermilc, d’ou 
tires plusieurs des presents resultats. 
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de 3j soil moindre que cede de aj ; le determinanl x* 5; — 
est egal a i et la parile des nombres 3{. o, est conservde. Par rd- 
pelilion de ces deux operations on parvient ndcessairenieol a ime 

subslitiilion de la forme ( ^ Z ) on a'o' est egal a i et cii esl 
Lin nombre pair. Si a' est egal a “ r ie liieorenie esl denionlre 
pnisque { ^ ^ ~ a — i , ii sufiira de ruiiUi- 

piier la substitution ( _'[ ^ j par les memes puissances paires 

de T et de \' pour parvenir a une substitution ou a' est egal a ™ i . 

o48. Reprenons les notations du n*^ Sib: nous allons montrer 
que les fonctions Y. y' ne s'anniilent jamais le long du cheniin (R), 

et que la partie reelle de ~ est du meme signe que xo — V. En 

eflet, posons X' = (a “ -AfjX, en designant par a. n des nombres 
reels doot le premier est (n° o24) essentieilement positif; nous 
aurons 

Y = ax bix! = (a — b [s. -r bli) 
i y' = c X — di x' = ( c — chx d a i) x. 

Puisque X n'est pas mil non plus que a. on voit que aX — 6/xb 
par exemple, ne pent s’annuler que si h et a sonl nuls ; s'ii en etait 
ainsi Y serait nul sur une portion finie du ciiemin ( R) et, par 
suite, identiquement nul, cas que nous ecartons. D autre part^ la 

partie reelle du rapport ^ est egale a 

A ( ad — Ac) _ A (go — 3-;) ^ 

A-A--i- (a — A nj- ~ A-A--i-(a — Ag;-^ 

la seconde partie de Fenonce est done etabiie. 

On voit aussi, en passant, si i'on imagine une aire limitee par 
111 ! contour simple conteoant a son interienr le point /-o, mais non 
ie point 0 ou le point i , et si Fon definit ies fonctions Y', comme 
des fonctions liolomorplies qui verifient Fequation diifereiitielle 
lineaire (v) et qui, aux environs de '/q, coincident avec xx-i- 

yx -4- o/x^, que le rapport^ reste iiolomorplie dans Faire consi- 
deree et que sa partie reelle y conserve le meme sigoe. 
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549. Sopposons maintenant que Ton ait 

a^i, S = o, y = 0=1, 


en sorte que, an point Xq, les fonctions Y, iy' coincident avec X, 
is.': ies valeurs qii’elles peuvent acqiierir en un point qiielconqiie 
du plan, en suivant, apartir de Xo iin cliemin qiielconqiie, sont de 
la forme ax-h bix^, cx-+-r/^x', on a, b, c, <isonL les coefficients 
d‘une substitution iineaire appurtenant an type i'' du Ta- 
bleau (XXq); reciproquement, on pent lenr faire acqiierir toules 
les valeurs de cette forme, en suivant iin chemin convenable, 
comme il resulte de la composition d’une substitution de ce type 
ail moyen des puissances paires des substitutions T et V. Aucune 

de ces valeurs n'est nulle; enfin, le rapport ~ a toiijours sa partie 


reelle positive, et Ton peut, par consequent, construire les fonc- 
tions Fequation A^-(t) = x est 

aiissi bien verifiee en prenaiit pour v le rapport ~ que le rapport 
en effet, puisque Ton a 


iy' 

Y 



X 



X 


et que la substitution appartient au type i'* du Ta- 

bleau (XXg), on a 



resultat que la tlieorie de la continuation permettait de prevoir. 


550. Placons-nous maintenant a iin autre point de vue et en 
continuant de designer par x, X^ les menies fonctions de x, iini- 
voques dans tout le plan (cE) complete comme il a ete explique par 
1 adjonclion du bord superieur d’une des coupures et du bord in- 
ferieur de Fautre, envisageons Fequation 

JX'(xl _ 
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oil z esl I'inconnue el ou t est un nombre donne dans leqoel le 
coefficient de i est posilif. 

Si cette equation admet une solution, celte solul'on ne peuL 
etre qiie le nombre en vertu de fidentile en x. 

Pour savoir si k- {^) esl effectivement ime solution, rernplacons z 
par A*-(t) dans le premier membre de Tequation proposfe : ce pre- 
mier membre prend imevaleurdetcrniineeTi . poisqiie ; XXXVIIo.: 
ie point k-{r:) n’est ni le jjoint o. ni le point i. et apparlient par 
suite au plan complete. Mais la meme idenlite en z, qoaiid on 
j remplace z par k-i-z), montre qiie fon a /r-X. = /r- Tf; et. par 
consequent, qiie Ton pent passer de t a par one substitution li- 
neaire da type : ['equation proposee ii'est pjas necessairement 
verifiee, mais, le nombre t etant donne. ii existe qiiatre nombres 
entiers a, c, cl qu‘on peut regarder comme les coefficients d’one 
substitution du type i"', et tels que fon ait 

c X (’ z di\' i V . ) 

axi Z ^tx'tz • 

quand on remplace z par /r-iX): ou encore, il existe un chemin 
ferme partant de z et y revenant, tel que Ton ait, pour z = A'-l':), 

^vbz') 

en designant par y(x), Y' (x) ce que sont deveniies les fonclions 
x(x), X^(x) continuees ie long de ce chemin. 

Inversement, toute equation de la derniere forme, ou Ton en- 
tend que y(x) el Yb^x) peuvent etre obtenus pardes continuations 
quelconqiies de x(x'], x'(x) ramenant x a son point de depart, ad- 
met done la solution x = k-(z). Elle n'en admet pas d'aiitres : en 
effet, Y, Y^ ne peuvent avoir que des determinations de la forme 
aX-f- 6iXb ex dix\ ou a, Z?, c. cl sont des entiers appartenant 
au type mais fegalite 

_ ZyYx) _ cxtz'i -I- c/Zxhz) 

' ~ 1 (ZJ ~ ax(zj -T- Z>/x'\z) 


equivaiit a celle-ci 



d'apres I’oLservalion faite aii debut de ce numero*, les nombres d, 
— b, — a appaitieiinent d’ailleurs, comme les nombres 
c, d, ail type i"; on a done 





U equation 


ix'i'A) 


■ Tj ou Y et sent les fonctioos de x prece- 


demmeni dednies, ou x est I’inconniie et -r iin nombre donne dans 
leqoel le coefficient de i est positif, admet done la solution uni- 
eoque y,^ Id ['z) et id admet qae cette solution, Ce resultat, si- 
gnale par M. Fuchs (’) est un point tres particulier de la tlieorie 
des fonclions aiixquelles LI. Poincare a donne le nom de fonctions 
fuchsiennes. 


III. — Calcul effectif de t, coi, 103. 


ool. Lorsqiie la valeiir absolue de x est plus petite que i, les 
formules (CXXo) perinettent de calculer (-) x(x) et X^(x). 


(*) Journal de Crelle, t. 83, Lettre a M. lierniiie. 

(- j UQoique le caicul des x(y.), x'(z) par les series A(y.), !J-(x), iorsqiie I'on 
a j */- 1 -< 1 , ne soil pas avaatageux, a moins que v. ne soil Ires petit, il convient 
de completer uu peu ce que nous avons deja dit a ce siijet 536-537). 

Des formules (GXXo) on deduit immediatement les relations 


^ - q — I log(i — -/.j — a( 7 .), 

x'f -/.) = 2 log 2 — log^-1- p(>c), 


en posant 


=1] - d) PC''-) = " X 


(log 2 — )•/.". 


Les series que I’on obtient en remplacant pan dansa(y.), P(y), series dont 
les diffdrenls lermes sont reels et positifs, sont d’ailleurs convorgentes, comme il 


TROLTEH 


OX DoxxE A- or A'':,’ 

Observons en passant qae les deux premieres forniules 'CXX; 

momrent que Ton a X ( j = x' ; ^ La vaieur corresponJaale dc- 

7 = e ^ est e-~ = o.oddaiSc). . . ; on en deduit 

( GXXL) x' f = X ( - i = - r:- o : ~ ..'a; o-5. 

' , - , ■ \ /' ' 

Les formules (^CXX.jj permeUent egalenient de caiculer direc- 
tement la vaieur de q lorsque le point x est i‘un des deux poim- 

coiiiniLiiis aiix Lrois lig'oes G.j. C(, D. Pour les raciiics e ■" de I'd- 
qiiation ’ ^ = z, les deux dernieres de ces f')ririuies foiiriiissent 

en effet la relation 



resulte des iiiegaliles demontrees au 537 ; designons leiirs sornmos par sfi , 
[ 3 (i); ces nombres seront, d'apres le second llieorerne d'Abel (re 37 )., les iiniiles 
respectives de a (•/.), ) quand v. tend vers i par valeurs positives plus petites 

que i. I! est aise de montrer que I’on a 

a ( I ; ( 5 ) d: _ o log 2 — 0 , ... . 

11 suffit pour cela d’egaler Texpression de x'(y.) a celle que Ton obtient en reni- 
placant x par i — */. dans I’expression de x(x), puis de supposer x rexd. positif 
plus petit que i, et de faire tendre x successivement vers o et i. 

Ces valeurs de a (i), S (i) permetlent, en raisonnant comma au ii° 553 , d'evaluer 
facileuient une limite superieiire de i'erreur que Ton commet en ne conservant, 
pour ie calcLil de a(x)ou de Jl(x), que les premiers teniies du developpcment. 
On a d'ailleurs, en remplacant les coefficierits de :x(x). 3 (x) par leurs valeurs 

approchees a 1 -X pres, 


0,107 00 X 
0,029 I I X- 
0,01 3 27 x’ 
0,007 35 X* 
0,004 S7x^ 
o,oo 3 4 ox*^ 
0,002 Sox' 
0,001 92 x^ 


: o,og6 57 X 

o,o 3 o Sov-' 

-- 0,014 gly-' 

- - o,ooS 77 X' 

— o,oo 5 75 x^ 
-r- 0 , 00 ^ odx^’ 

0,0c 3 02 yJ 

-r- 0,002 34 '/-'' 
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on en dediiil q --^zh le “ — _L ^ X 0,065829. La relation 

X (e*") = 


que Ton pent deduire de chacune des deux dernieres relations 
( CXX4). met d'ailleurs en evidence ce fait que les deux qoantites 


sont imaginaires conjugiiees. La formule X = ~ ^^(0) perinet de 
calculer la premiere d’entre elles. On Iroiive 


(CXXIs) 



543 69 dz / X o , 4 1 3 03 , 


= T ,54369 qz / X 0,41 3 63 . 


Les nombres decimaux contenus dans ce numero sont approches 
a une demi-unite dii dernier ordre pres. 

Dbine facon generale, les formules du Tableau (CXX/, ) per- 
mettent de ramener le calcLil de x(x), X^(x) an cas oil rona|x[<:::^i. 
En efFetj les inegaiites 

entrainent respectivement les inegaiites 



en sorte que, x etant suppose different des deux points commons 
aux trois lignes Co, Ci, D, un au moins des nombres x, 1 — x, 

j ^ - ost moindre que i en valeur absolue; desi- 

gnons-le par Xj ; les formules (CXXo) permettront de calculer 
Xi xj K X ( X{); en appliquant les formules (GXX/,) on en dedoira 

x(x),X(x). 

062. Mais ii vaut mieux porter reffort sur la determination du 

iiombre 



ON DONNE k- OU : TROUVER T 6U 0: ; , 2S7 

Ouand on aura, en eiFet, deterniine rj, on aura X par la idrmiiie 

OU la serie qiii figure dans le dernier meniljre converge Ircs rapi- 
dement pour peu qiie q soit petit. On aura ensuite 



oil il faut prendre dans le second membre la valeur princi|)ale du 
logaritlime, puisqiie, dans le premier, le coefficienl de / esi coni- 
pris entre — r: et t:; celle formule determinera done X quand on 
a calcule ^ et X : tout est bien ramene an calcul de q. 

Observons en passant que, connaissant q. on p»eiit avoir, en 
designant par r uii nombre rationnei queicoiiqiie. a calcuier q^ 

I 

(XXA^IIIa); en particulier, on pent avoir besoin de q* pour ie cal- 
cul des fonctions S, La determination de g’' ne com- 

porte aucune ambiguite; elle depend, il est vrai, de la vaieur que 
Ton choisit pour rarguinent de q: mais e’est Loiijoiirs la vaieur 
comprise entre — t: et -j- - qu'il faut prendre pour cet argument, 
en vertLi du theoreme demon tre an n" o44. 


533. Nous allons d’abord donner line serie entiere qui perrnel 
le calcul de q^ quand on a Ivdc i. (Schwarz. Fonnules. p. 54-66. ) 
Dans ce cas, on a cause des formules (CXXo), 

X’ . J „ ■ 

<7 rr (3 X -13 Q \^y.\ ^ ^ q A ' V. ; 

^ l6 

_ X p 4 ;JL(X» I f 4 

~ l6 / ^ ~ AC'/’j ' I . 2 L A (x ) 



On a vu d’aiileurs, au 338, que 1 est developpable en une 
serie entiere en x, dont on pent obtenir autantde termes que 1 on 
vent; en remplacant et ordonnant suivant les puissances de x, on 
aura une expression de la forme 

^ ~ 2 G«x«, 

n—X 


(CXXJ,) 



I 
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Oil tons ies coefficients sonl ralioniiels et positifs. Celle forniiilc 
esL evidemment valaLle tant qiie I’on a | x |<< i ; de plus, lorsqLi’on 
suppose que */. tende vers iin par valeiirs positives croissantes, 

le rapport ^eiid ( o38) vers logn, done q tend alors vers 

i; il faiit poor cela, puisqiie loos les coefficients C/^ sont 

« =r 5C 

positifs, qoe la serie ^ reste convergente poor x = i et quo 

n — l 

sa sonime soil egale a i. On pent d’aiilears calculer aoLant d(‘ 
coefficients que Ton vent et i'on tronve 


1 



[ 





On observera que, si Ton caiciile ^ par cette serie en s’arretant 
an tenne en x^q Ferreur coinniise sera moindre, en valeiir absolue, 
que 

p=^ 

: I l(‘ - c, - C,~. . - C„), 

p=l 

e'est-a-dire, pour ies valeurs de n egales a r, 2 , 3, 4? nioindre res- 
pec live men I cjue 

SO' 02 ' 1024' ' 2048 

En vertii des formiiles (CXX;), on pent ecrire 


7 ' — 




ii resLike de la, qiiand on suppose a la fois | x | •< i , 
que i'on a 


2 1 


! X 
I X — I 




Cette ideolite, si Fon ordonne suivaiiL ies puissances de x, coii- 



TROUVER r DC 


OX DOXXE /.- OU g.2: c 3 ; 

diiit a la relation 

( /? — n '' — o i ■' /? — ^ 

1 . 2 .} 

J n — I ' /' 72 2-'...! 

I . *2 ... 1 72 — I ; 

qui permet de calculer C., au moven de Cj, Co. .... lorsque /v 
est pair. 

do 4. Qiiand jx est plus petit qiie i.on pent lout aiissi faciie- 
ment calculer la valeiir d une puissance positive qoelconque de 
Soitj en effet, ;■ im nombre positif quelconque ; on a XXMIC 

q>' = e ^ = e ' x . 

OU log*^ doit elre remplace par sa valeur priocipale; dans ce- 
conditions, on a 

r so:: — X' 

e = — . 

nV‘ 


en designant par iG'’ un nombre positif et par y/ la determination 
specifiee au n° 523; on aura, par consequent. 


(GXXIi) 


rx y. 



11 est clair que le second niembre est le prodiiit de yf par line serie 
entiere en */., donl les coefiicients sont tons positiTs, que cette 
serie doit raster convergente pour 7 .= i, et que sa soinme est 
alors egale a i . 

En particiilier, pour r = on aura Fimportant deveioppement 
qui suit 

(CXXI 3 ) 

n = ’j 

OU i’on sait que tons les coefficients sont rationnels et positiis, 
et que Ton a 
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Oil [roiive sans peine 


Oi= 2, 


0-2 = 13 , 


03= 130, 


en raisonnant d’ailleurs comnie tout a I’lieure, on reconnait qii en 

± 

prenant, pour caiciiler nn, deux, Irois, qualre termes, on 
coniaiel des erreurs respectivement moindres en valeur absokie 

(jiie 






?Q9 | 
5 1 2 


v/-l 


I \/y^ 

4096 ^ 


000. Le procede que nous avons indique pour calculer Oq, Oj, 
So, So, . . . n'est pas le seul qu’on piiisse suivre : 

Reportons-nous, en effet, a la premiere des relations (CXIX/, ) 
que J'oo pent ecrire 

ii-~ ’ig — 2Cj^ g ^ -1-...; q = e , 

hr 

Noiis savons qu’il existe une serie entiere en savoir 



n =0 
JL 


qiii, mise a la place de q‘' dans Fegalite precedente, la trans forme 
en une identite; en egalant dans les deux membres les coefficients 

W" 

des memes puissances on obtient une suite d'equations 

qui permettent de calculer de proclie en proclie les coefficients Oq, 
Oj, Go, .... C'est ce procede qui met en evidence, par une gene- 
ralisation immediate d’un tlieoreine celebre d’Eisenstein, ce fait 
interessant que les coefficients sont des nombres entiers (^). 


(•) Voici, avec les petites modifications necessaires ici, le resume de la de- 
monstration du tlieoreme d’Eisenstein, d’apres M. Hermite {^Cours autographie 
de la Sorbonne). 

Supposons que y soil lie a x par la relation 
(i) r = ^ 

ou z, / peuvent prendre toutes les valeurs entieres positives ou nullcs, od Ics 
coefficients A^- ^sont des constantes parmi lesquelles ^ et Ao i sont nulles; sup- 
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5d6. Nous aiions maintenant donoer one S'^rie enliere C|iii p^'r- 
met le caiciii de q dans toas ies cas. 

La relation (CXXL) 

.'2 = 0 


posoDS qu’oii puisse satisfaire ideoLiquemeat a celte cqaalioa ea rc-nipiaoaat r : 
une serie entiere en x de la forme 

( - ) = JC ( a,— a. — . a,. a-" — 

Ies coefficients a^, .... a,., ... seront dcs fonctions erilieres a coefficients en- 

tiers des coefficients A, ^ en sorte qiie, si ces derniers sont des aombr-js eniiers. 
il en sera de meme des coefficients a... 

Soitj en elTet. en designant par p un enlier posilif et en supposant en gtbacrai 

^11,1 ~ ^/ij 

yp z= xP ( -r ^ X -= -H. • . — .. JZ"" — . . . : 

il est clair que sera une fonction entiere a coefficients entiers de a . 2 1.. 

independante de •••; en substituant dans TequatioD (i;, ii vient 

d' = ^ 

par suite, si Ton fait 7?i -f- r = f 4- y /z, et que Ton egale dans les deux membres 

les coefficients de il viendra 

SOUS le signe du second rnembre, J doit ctre au moins egal a i ; par suite, le 
premier indice m -i- i — i — / est au plus egal km: il n'atteint cette valeur que 
pour i — Q, j ~ i; mais, par hypothese, , est nul; il n'y a done pas, dans le 
second rnembre, de terrne en et les termes en j qui y figurent 

sont des fonctions enticres a coefficients entiers de a., a,, .... : si done ces 

quanlites sont des fonctions entieres a coefficients entiers des A- il en sera de 
meme de or, on a a, = ^, = A,^^ A_.^,, La proposition 

est evidente. Elle s’applique au cas actuel en supposant x = — ?j~ v 'Z et en 

prenant la premiere des equations (CXIX;) et Tequation (CXXL) pour les equa- 
tions (i) et (2 ). 

M. Hermite s'est occupe recemment des series (CXXL -) et de qiielques auircs. 
{Bulletin de la Societe physico-mathematique de Kasan^ serie II, tome VI. < 
Entre autres resultats^ il etabiit le caractere rationnel et positif des riombres C„, 
au moyen de la transformation de Landen,et montre que les nombres a’"C„ soot 
entiers; le caractere entier des nombres 0,^ en resuite. LuHustre geonietre donne, 
d’apres M. Tisserand, ies valeurs des douze premiers nombres 2’'*C,^ct en signale 
de curieuses proprietes arithmetiques. 



2 2 2 


UALULiL 


suppose j z I <; I ; si ceLte condition est verifiee, elle pent, en 

'y.i 

supposant q = e ' etre regardee comme line identite en z. Si, 
en regardant pour iin instant t comme la variable independante, 

on suppose reel et positif et si Ton determine x par la condition 




^ 1 

^2* 0 ! ^) _ 2(7^ -f- -f- 2^ '♦ -i-. . . 

^3(0 I 


q rrz C^TZl ; 


hi valeiir de x sera manifestement reelle, positive, plus petite 
(jiie I, on aura d’ailleurs (n^ 550) 


i xYx) 

x(x) ~ 

et, par suite, pour toutes les valeurs de t considerees, 



«=o 


_ 2 _ 


bi dans cette identite on change 'z en 4^? on aura, pour les mcmes 
valeurs de t, 


Q'ZTZi 


H—ca 



n — Q 






et, par cons^uent, pour toutes les valeurs de x reclles, positives 
el inferieures a un, 


77 X’ ( 7 . ) 



4-rt-M 


eu posant, comme on I’a fait au n'’ 529 , 


0 _ J — Vi — 

Oavant-derniere egalite, etablie pour toutes les valeurs dc x 
fp on a specifiees, subsiste tant que les deux membres sonl des 
tonctionsliolomorpbes dc x, c’esl-a-dire dans tout le plan (g) : on 



poorra done, au inolns iheoriquemenL calcider 
cas par la formule 


(CXXI4) 



ooT. X*oiis allons iiiontrer qu'on p^eiU Loiijours s'arranger |>onr 
qae la serie qiii figure dans ie second nienibre de la f'jnyii.ile 
(CXXI5) soil Ires convergenle el qiie. en iiierne lemps, q soil 
pelil. 

La chose apparail clairemenl quand les doonties sont les iionibres 
72? 72- On peul, en eiTet. supposer les racines s,. S;; raiig/‘es 

dans un ordre lei que les quantiles Si — £3 , Sj — . £. — 3.5 , 

soient rangees |)ar ordre de grandeur decroissanie, c*est-a-dire 
supposer que Ton a : x ■ £ X — = X ou encore que le point x 
appartient a la region (CoCiD^); il sufilra pour cela, apr^X avoir 
figure le triangle forme paries trois points Ej, £:j, £;]. de placer i., 
au somniel qui reunit les deux plus petits cotes, au somniel qui 
reunil les deux plus grands. 

Pour nous rendre comple de la rapidite de la convergence de 
la serie envisagee, lorsque x appartient a la region ou 

a sa limite, nous cliercherons d'abord a determiner le maximum 
de I [B 1 . Cette derniere quantile n’est autre chose que le rapport 
des distances du point { i — 7, aux points i et — i; quand le 
point 7. reste dans la region (CoCiDo), le point { i — x reste 
dans une region qui est limitee par la courbe que decrit ie point 
1 — -X quand x decrit la limite de la region (CoCfD,, ) : cette 
limite se compose de deux parties, d une part 1 arc du cercle Cj, 
compris a I’inlerieur du cercle Co, qui va, en passant par le 

point o, du point e " an point ^ et, d autre part, la portion 
de la droite D qui s’elend d‘un de ces points a Faiitre. Quand 
le point X decrit la premiere parlie, le point i — x reste sur le 
cercle Cq et le point yi — x decrit le petit arc du cercle Cy coiii- 

■71 / TZi 

pris entre les points e el : quand le point x decrit la seconde 
partie, le point pi — ^ decrit un arc de courbe qudl est aise de 

constniire et qui relie les deux points e ; 


une etude 
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somniaire de celte portion de coiirbe monlre (^) qii’elle est com- 
prise tout entiere a rinterieiir du cercle O qui est orthogonal an 

Hi 7 U 

cercle Co et passe par les deux points e Qiiand le point x 

reste dans la region (CoG,Do)ou siir sa liinite, le point (/ 1 — x 
reste done a i'interieur du cercle et n’atteint ce cercle qu’aiix 

deux points et e Or, sur le cercle O, le rapport des dis- 
tances aux points i et — i reste constant; ce rapport prend nne 
valeiir plus petite a I’interieur de ce cercle ; done le rapport 
des distances dii point (/ 1 — x aux points i et — i , lorscpue ce 
point { i — X reste dans la region consideree ou sur sa limite, est 

maximum pour les points e ete^q mais on a, pour — x=:e^-, 


iH iH iH 


I — _ e 2v — ^2+ 

7^ 7h _i7v 


24 


et, par consequent, tantque x reste dans la region (CoC, Dq) on 
sur sa limile, on a 


Quant a la xaleur de | | pour la meme region, elle est manifes- 

tement ioferieure ou egale a 



2 


li/i-hi 


( ‘j 11 esi aise de voir que cette portion de courbe est decriLe par le point 

—in _ ^ 

e * (2 cos u) quand la variable reelle w va de — a Quant au cercle 

G', son centre est le point sec — et son rayon est egal a tang — . Lc point doit 
etre inierieur a ce cercle, ce qui se traduit pai' Tinegalite 


V 


s-c cos r T, 1 

-i O' 2 COS U J 


+ sin= - 


< tang2 


yiCQSuJ 4 \J2c0su 

C’est UQ probleme de nature edementaire que de montrer que cette inegalite est 
verifiee quand u varie de — ^ a -f- 



el, par consequent, a 


y c... I -r.ar!'-'- — ; — : > r. . 


or, la serie dont la valeiir absolue figure dans ie second 

n'est autre chose que la valeur de q pour •/. = e " . vaic 
ete calculee au n^ ool : on a done 


pour tons les points •/. qui apparLiennent a la region CqC.D , , 
on a sa limite. 

Dans ces conditions, en calculant q an nioven ties v preoiius 

3 C 

ternies de la serie, on coinmet une erreur egale a \ ^ I 

quantile dont la valeur absolue est moindre que 


e’est-a-dire que 




I V Ip. J_ 

•1 


puisque Ton a vu que ^ • -T ^ egale a i. On troiue 

fi=.Q ' 

ainsi que, en prenanL iin, deux, trois, qualre lermes, 1 erreur 
conimise est moindre que 

1 ' 2 a; -Lis '0 I 3 113 ! 3 s: 

2 ' ‘ ’ i6 ‘ ‘ * 5r> ‘ ‘ ^ ' 8192 ‘ ‘ ' 

done SLirement plus petite qu’une unite du quatrienie, liiiilieiiie. 
onzieme, quinzieme ordre decimal. 

Pour les valeiirs reelles positives de x, plus peliles que < o 


V2 — I ^ I 


o < q < ~ 


T. et M. - III. 
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55 S. Ayant calcule q. X, X' pins o>i= -===? io->= ^ 

V^l — v^l — i;} 

on obliendra par la formiile (CXo) par exemple, ou la serie 
eii q- converge rapidement piiisque q- est pins petit eii valeur 

absoliie qiie on, mieiix encore, par la formule (XXXIXj); 

on oljtiendra ensuite 7^3 par la formule (XXVIIIi), K, Kb 

E, E' par les fonniiles (CXIX/j^g) (ClI). 

On a airisi loutes les qnantit.es necessaires pour le calcul des 
fonctions cf, sn, cn, cln, c, j), . . . . 

5 S 9 . Ce qni precede siiffirait a la rigiieur; tontefois, il est son- 
venl avantagenx de iie pas fixer tout d’abord, comme nous i’avons 
suppose, Eordre des quantiles S|, So, £3 par les conditions 

ou bien, si cAst le nombre x qui est donne directement, comme il 
arrive quand on se sert des fonctions de Jacobi, ce nombre pent 
ne pas satisfaire aux conditions | x | ^ | x — i ] <; 1 ; il est done ne- 
cessaire d’expliqiier avec des details siiffisants comment on pent 
eependant ramener les calculs a se faire avec laineine facilite que 
dans le cas precedent. 

Il convient tout d’abord de completer les observations qiie nous 
avons deja faites sur la facon dont les points ; — —y ~ , i — x, 

- correspondent an point x. 

Convenons de dire de deux points qu’ils sont symetrlques par 
rapport a im cercle quand ils sont situes sur im meme diametre 
et qirils divisent liarmoniqiiement ce diametre, 011 encore, ce qui 
revientaii meme, quand ils se cliangent I’lin dans TaiiLre, par Pin- 
version dont le cenire est le centre dii cercle et la puissance le 
carre du rayon du cercle. Cette definition comprend la definition 
de la symelrie par rapport a un axe; elle ne s’applique pas a la 
symetrie par rapport aim point, pour laqiielle nous conservoiis la 
definition habituelle. 

La verite des propositions siiivantes apparait immediatement 
sur la figure. 

o 

Les points x et i — x sont symetriqiies par rapport an point ^ • 



Les pomls-et — ~ — . svnietriqiies par ra|,»porl an poioi sort res- 

peclivement les sTmetriques par rappoit a I'axe des qinndlds 
reelies el a la droile ’ dii point svnidlriqu? da poinl z pa’* 
rapport an cercle Cq. Les points et symetriqiies jar 

rapport au point sont respectivement les synielriques par rapport 






a i’axe des quantites reelies et a la droite ( L) ) dii ;!\iiietric|iie du 

point y. par rapport an cercle C,. Quand le point y decril I'une 

des Irois lignes Co; G|, D. les points — — ^ j _ ’ ‘ 
decrivent anssi, chacuii, qiielqudine de ces trois lignes. 

II esl aise, d’aprcs ces remarques, de dresser le Tableau suivani. 
Les six regions dans lesquelles pent se trouver Fun quelconque 
des points y, 0 i - >'•, ennmcTees dans la 

colonne verlicale qui porte en tele 1 aflixe de ce point, el les six 
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pcjinls sonl loa jours respeclivement dans les regions doiit les sym- 
boles figiirenl dans line meme ligne liorizontale ; aiosi, si le point x 
est dans la region (C'J, le point est dans la region (Co). 


X 

i 1 

1 

1 — X 

X — t 

y. — I 

i 

I — X 


X 

(C,. ) (Fo) 

(Gy) 

(D,) 

(G.) 

(C',) 

( (.Jj. ! ( Fi ) 

(Go) 

(Do) 

(C'l) 

(G.) 

iC;! iC\) 

i (D,) 

(C'„) 

( Go) 

(Do) 

iC\} iCi) 

(Do) 

(Co) 

(G'o) 

(D,) 

(D,) ' (Go) 

(C',) 

(Ci) 

(D,) 

(G'o) 

(Dl) (Gy) 

(C,) 

(G',) 

1 

(Do) 

( Go) 

i 


Chaqiie point qui n'est pas sur line ligne de separation appar- 
tient a la fois a Irois des regions (Co), (C'^), (Ci), (C'J, (Do), 
(Dj ), c'est-a-dire qudl se troiive dans I’une des six regions desi- 
gnees. d’apres nos conventions, par les symboles (GoCiDq), 

(DoC;Co), (c,D,c;), (c;DoC;), (c.Cod;), (d,c;c.). n re- 

sulte dll Tableau precedent que, si le point x est dans Ja premiere 
region, les cinq points — _ - ^ 5 i — x, — sont respecti- 

vement dans les cinq suivantes, et que, siiivant cjue le point x est 
dans la deuxieme, la troisieine, la qiiatrieme, la cinquieme ou la 
sixieme, c'est le point —^5 -? — i — x, est dans la 

premiere; designons, dans tons les cas, ce point parxy. On obser- 
vera sur le Tableau (LXXX 5 ) que Xq est precisement egal a la va- 
leiir que prend Z- dans le cas dont le numero d’ordre est celui de 
la region ou se trouve le point x. 


06O. On calculera d’abord la quantile 


(GXXIL) 


T — yM — Xq 
I -T- y/ 1 — Xo 


qui sera, comnie on Fa vu au n° 557 , plus petite en valeiir absolue 
que puis la quantile 


(CXXIF) 


/7 ZZ 00 



rt = 0 
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qui sera plus petile en valeiir absolue qiie-^, puif les quan-io's 
x(xo), T =: ^ comoie on Fa expllqiie au n 5b:!. Les 

forniLiles (CXX-,) fournironl ies valeurs de X z' , x’ 'z au rn 

de x(zo), XoZj)'?, el celie de T an moyen de t: oa en dXlaU i*rx- 

1 /xaz,» 1 ^ ^x'iz-, _ 

pression de 7 = — ^ ^ an moven de T = -■» et celie ae i an 

^ X(Z,i - X ■ 

moyen de t; ces expressions soiit de la forme 


T ~ 


e - 'h 

(l ~r- bz' 


— C — T 
d — u i’ 




a — o 'f 


OLi c. d et c/5 b\ c\ d' desi^^^'nent des iioniln'es eriLiers; on !e- 

trouvera, pour cliaciiii des six cas envisages, dans les ileox der- 
nieres colonnes dii Tableau siilvant. ou i on doit prendre, ainsi 
que dans toiites les Ibrmules suivanles, les signes supeneurs ou 
inferieiirs suivant que le coeiticienl de i dans z < et non dans z , 
sera positif ou negatif : 



o61. On pourra, si Ton vent, calculer q an moyen de loutc- 
fois, il est avanlageus de faire les calculs numericpies an moyen 
des series S(e|T) plulot qu’au moyen des series Sfej') a cause 
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de la rapide convergence des premieres; anssi coiivienL-il de don- 
ner pour cliaqiie cas Fexpression des series .::?(¥ | t) an mojen des 
series Su' ■ Tj. CeUe expression resiiUe immediateraeiit des for- 
miiles de Iransformalion lineaire (XLII), dont les qiiatre premieres 
peiivenl s'ecrire 




r - s. (P 1 T) 




s'a-T- d'T i t) ^ .% 

d' i>- 77/ 


\a' - 7 - b'T 

a' -^b' T, 

( 

\ d -b cI't' 

\a' -T- b'T 

\a' b' T, 

( 1 

c -b d'T 

\<« -- b'r 1 

a'-b b'T^ 

/' “ , 1 

c'-b d'd 


.Vh- b'r 


a' -f- b' T 


Lorsque x esl dans la region III, par exemple, on a, d’apres le Ta- 
bleau (cxxn.v 

T 

i zb T ’ 


de sorte que les nombres a', ^ d , cV qiii figurent dans les for- 

mides precedenles sont 6'=dz i, c'= 0 , cV ^\\ la parite 

de ces nombres, qui verifient la relation d cV — b' d = i, raonlrc 
que Ton est dans le cas 3*^ da Tableau (XXo) ; en se reportant aux 
forniLiles (XLIIc, 7 ), on a done immediatement 



en tenant compte des valeurs X=: 2 , p.~i, 7 = 3 correspondant au 
cas 3*^ dll Tableau (XXe), on obtient ainsi les formiiles suivanles (‘) 


i Gxxng) 





e * v" J 

diTe (p|t)^ 


-nillEi 

v'd 




b 

it-re ‘-^S.,(p|t); 

77/ 


C ' \/ 1 

±Te ‘±t3-4(p|T): 


. j On arri^eraitau meme resultat en decomposant la transformation consi(lert''c 
en transformations de la forme xzb r, — i (n" 191 ). 



T oi: 


DOXXE L'- Oi.: THOUVEIl 

(,)ii les radicaiix doivent ctre determines de i^ron (vir 

'i ■■ ' * ■' '-»- I ^.1, 

I'eeile soil positive. 

Lorsqiie zest dans i’lme des regions I. IL Hi. YL Id narile 

des coefficients a . o. r/^de la siibslitution liriraire reii donne t 
an moven de T nous place respeclivemenl dans les crss i e o ■. :V . (} 
5 '’, 4 " da Tableau (XXo). Si I'on lient coiiipte de cetle remaoiue. 
on deduil immedialcmenl des formulesde Iransfonnalion lirnd-dre 
(XLH), par iin calciil semblable an precedent, les fonnules du 
Tableau (CXXIIq) place a la fin de 1 ‘Oavragej qui se rapportent 
aux cas oii x est dans ime quelconqiie des six regions envisaeees. 
On a ainsi ce qui est necessaire an calcui des fonctions !E;, sn. 
cn, dn pour une valeur clonnee de rargunieiit 

o 62 . Si Ton a affaii'e aux fonctions p. Y ^ on pourra 

les supposer construiles avec les demi-periodes to, = — 

(1)3 = - • On pourra aussi les construire avec des demi- 

periodes equivalentes ; en appliquant les form ales (CXXf;, nous 
allons montrer, dans cliacnn des six cas qui peiivent se presenter, 
comment on pent former au moven de X(xo}, xb'x^j'} de teiles denii- 
periodes Qi, Q3 equivalentes a cn,, 033; a ces demi-periodes corres- 
poiidrontdes quantites H,, H3, dememe quer^i.r,;} correspondent 
a ojj , 033 ; on pourra calciiler Hj au moven de Qj el de 0 par la for- 

nnile (XXXIX j), puis II3 par la relation Hi ^>3 — HsQi = d’ail- 

ieurs. Til, 7,3 s’expriment liiieairement au moven de Hj, }!;> paries 
memes formules qui expriment cOj, to^ au moven de n,, O3; toutes 
ces quantiles pourront done etre regardees comme conniies. Le 
plus soLivent on deduira les fonctions j £21,03'), ; n,, o.j) des 

fonctions S {/:^ | formules de passage (XXXllT.c,): dans 

lesquelies on suppose t, g, co, , cos, 7,i el r = ;^remplaces respec- 

livement par T, 0, o,, 03, h, et Y ; on sail dYifleiirs qne 

o' I £2i , P-s) est identique a | cOj , 033), et qiie les trois ionclioos 
i ? ^3) sont les trois fonctions 0*1 KOj , ^3), ^3(4/ 1 , 103), 

0*3 1 03 i, 0)3) prises dans iinordreconvenable: cel ordrese determine 

jrar la parite des nombres a, Z?, c, cl au moyen des formules ( XXs^o)- 
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Les fonclions constriiitesaveclesdemi-periodes eiigendrenl 

des quantiles E,, Eo, E3, v/Ei — E:5, . . . , de meme qiie les fonclions 
construiles avec les demi-periodes engendrent desquantites 

^37 \'^i — •••7 quantiles Ej, Eo, coincident d’ail- 
Jeiirs dans leur ensemble avec £,, So? ^3? puisque, en lantqiie fonc- 
tions de lu les deux fonctions p(z/.|£2,, 0.3), 0)3) sont 

identiqoes. Les qnantites Ej, Eo, E3, yE| — E3^ ... seront, dans 
chaqiie cas particulier, exprimees sans ambiguile an moycn des 
quantiles donl le sens a etc precise anterieiirement, et cela an 
mojen des Tableaux (XXc_7); Texamende chacun de ces cas par- 
ticuliers montrera que Ton a Loujours 


1 CXXIJo) 


V'Ei — j-:- v/^i — ‘‘'3 


o 63 . Examinons chacun des six cas particuliers qui peuvcnl sc 
presenter. 

Cas I; X est dans la region (CqCi Do). 

Cas II ; X est dans la region (Co G', Do) : | x | <^ i , | x — i | >> 1 , 
x: <^ ; X — I [. On pose, conformeinent a la definition adoptee plus 
haul pour Xq, 


11 resulle de la que ^/i — x y/i — Xo est egai a ±: i ; il suffil 
(le taire la figure dans ce cas et de se rappeler les conventions re- 
latives aux radicaux o 23 ) pour voir que Ton a 

V/ I — X V/' I — Xo = I, s/l— Xo I . 


Dans ce cas, les forinules (CXX4) donnent done 

X(x) = vn - Xo x(xo), x'(x) = /i— Xo [x'(xo) qz iX(xo)], 

d’ou 


Wj : 


V I :'..i X ( Xo 


V Si — S;, 


“s = ± xC-Z-o)], 

V -1 — *3 


Nous poserons 


y/i — •/-iixr -/.(i) 


^ _ \/ I — Y-O tN' ('/.„) 


T = T zL I . 



TROUVER 
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les relations precedentes devienneni alors 


tOi ~ 12^ . - — '^-Z ii- — 


d'oii 


on a aiissi, si L'on vent. 


Ql = t’Jl, i'2:j — ~ 0 ) 1 — 0 ) ; : 

on voit done bien qiie 2f»:} sont des p^d’iodes de p// cornme 

:2 0Ji, 20)3. 

Les coelTicienls <r/, //, c, d de la substiuuion iincaire qin dr^one 1 
en fonclion de t sont 


O' ~ j . i> — o . c = Z.Z I . d - 


Par consequent, en se reportant aux Tableaux i XX,,.: . on a. en 
tenant compte des formules (CXIX51. 


(CXXiL) 

d’ou 


^ Vbd — E:j - 



V El — Eo = 




— £3 ^ 






E, ^ 


La premiere des formules (CXXIL; i permet d ecrire les expres- 
sions de Qi, £>3 sous ia forme annoncee 


X i ^i)) ^ _ dXiX_ . 

V''Ei E;i V’Ei E:; 

II convient dXbserver que Ton a, dans le cas actuel. 


1 V i— l-y.-r- I 

et, par suite, 

o - — 9'- 


0 


en sorte que, au point de vue de la convergence des series S. on 
ne gagne rien a faire la transformation precedente; il vaudra tout 
autant faire les calculs coniine dans le cas i“, oil •/. est dans la le- 
gion (CoC)Do). 
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Toute explicalioii esl desorinais inutile : li siilfira d ecrire les 

resullats. 

Cggs- hi. Le point v. est dans la region (C^ C' D, ) : 


■/.!l = - 7 


{/■/.f, ^y. = r . ^0 




K I X ! = p Xy [ X ( Xo ) ± i K' ( 7.0 ) ] . x' ( 7. ) = 7.0 x' ( 7.0 ) , 

V^I — S:j v /^1 — £3 

III = 'Gl ^ 'Ost Jl 3 = ' 03 ? 

El = £2? ^2=^1, E3 = 2*}, 

V'Ei — Eo = v'^i — 33 /e 2 — E;} = — — "3? 


V'E 1 — E2 = li= / y/si — £3 /l -- 'G- 

Cas IT\ Le point x est dans la region (C^G' Do) 

!x|>I. |l — X|>I, |7. |<|l — 7 . !, 


7-0 = ? 7. — j 40 -- 

1 — 7. 7.0 


j "" ' " j 

4/ 1 


\/y.o v^i — 7. = I , 

Xl 7 , i =: X ( 7 . 0 ) V7.y, X^ 7. ) = [x(7.o) zp iX'(7.o)] ^/x.q, 


2l = ZZ OJi — CO 3 = 


Xf7.o ) v/ 7-0 


Q. = COi = 


i x'(7.o) v/7.0 


— ^3 -3 

E 1 = '0 1 '03 J n 3 = Tj 1 , 

El — £2? Eo = £3, E3 = £1, 

VEi — E3 = i v'^l — -3 v'l — 7 , /e 2— Ey = ~i /si — £3, 


V^Ei — E2 = z!z \/£i £3 /x. 
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Cas I'". Le poiDt z est dans la region . C,j C| Ds : 


. I . I — X 


z,, =: I 


! — V •/- 


1 — V 7. 

x-z ==x' X,.. X 'X? — X X 


O . — CO;; 


\ ^ X , 


li'] ^ -’O 


10 

E; = = 


I \ 1: — zj 


V'' El — Eli — / V if • S;)- ^ l-O ■ 1-:: 


Cr/s VI. Le point x esl dans la region 'C,Xt Di; : 

'x!>I, ,l xp<l. ’x'^>M 70 


7.0 : 


1 — Xo 


V X V 1 — 7. = 1 . 


. i 7 — 1 

i 7 - i 


X('x) =: V 1 — 7o [x ixPiii: i\> x^ M, x'*7„ ; “ \ i — x.^X- x, 


- t03 — 


X (' X , ') V- I — X;, 


El — 2:>. lO 


O ., = tOl qr CO;; 


x'! Xo'« V' 1—7., 


V ii— Oj 


V/Ei— E;; ” i VZi— 3;; \' 7. V ^2 — 




; V I — 7. 


V El E2 = M 


Dans les deux cas I et II, et dans les deux cas V el AL la 
convergence des series est la meme : ii siiffirad emplo\er ddn^ on 
cas et dans Taiitre line seiile et meme transformation. 

Les quantiles Ej — £;>, \ Eo — Eg, pEi Eo ^ont entieieinenl 
determinees (XXXVI 3 ) des que Ton a fixe le sensde\ iq, qm 
pent etre clioisi arbitrairement. On pourra les exprinier an inoyen 
de £ 3 ^ ^ X, pb — Xj dans les six cas, des que I on aura Oxe le 
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sens de ia premiere de ces quantiles, ce qiii fixe le sens de 
coiiinie on idi vii an on n'oubliera pas qiie \/z^ — £3 doit 

tHre line racine carree de — : les expressions chercliees 

s'obliendront aisennent ensiiile an moycn des resultats da n® 532 , 
des formules (CXXIio) ou Ton fera e =:= o et enfin des fonniiJes 

(XXXVi.). 

56 i. ll V a. dans la pratique, denx cas particnlierement interes- 
sants : ceiiii ou les Irois nombres £,, £0, £3 sont reels et celni od, 
i'un de ces nombres elant reel, les deux aiitres sont imaginaires 
conjogLit^. Dans ces deux cas et y.-} sont reels; inverseinenl, 
si y^ et y3 sont reels, on est necessairenient dans Tun de ces 
deux cas. 

Dans le premier, x est reel et, s’il est compris entre o et 3 , X et 
X' sont reels, positifs; il en est de meine de qui est, en outre, 
plus petit qiie i. Si x est compris entre o on sera dans le 

cas I, et Ton apjpliqiiera done les formules du Tableau (CXXIi) 
dans ce cas I. Comme on a 

^ ^ — 1 — i' A - - I , [ 

^ -- 0 ,o8C)4'27 < — ? q e-'^ < o , o.lSa 1 5 < — , 

les series seront tres convergentes. Si x est compris enlre y et i, 
on sera dans le cas V; on posera done 

xo = f — z, 

el I on appliquera les formules du Tableau (CXXII) dans ce cas V- 
Oii pent toiijours supposer qii’on soit dans un de ces deux cas, 
en rangeant £5, £0, S3 dans iin ordre convenable (ii'^SdT); cel 
ordre revient ici a prendre soil £1 > £0 > ^3, soit £3 > £0 > s, . 
Xoiis conviendrons de faire toiijours la premiere de ces deux lij- 
pollieses. Le lecteiir irouvera, dans les Tableaux de formules 
(CXXin ) et (CXX 1 \ ) places a la fin de I’Ouvrage, la reproduc- 
tion des formules ainsi obtenues cjui sont d’un usage frequent; 
les qiianlites reel les et positives j sont mises en evidence. 

loiitefois, en adoplant les conventions du n° 543, on peat trai- 
ler aiissi le cas od x etanl reel est positif et plus grand que i, on 
bien est negatif. Si 1 on a 2 >> 7. >> i , on est dans le cas VI; mais, 
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comme on i a fait observer, la convergence des series esl la mtjme 
dans les cas V et A f ; rien n'cmpecliera done d'adupLrr la trans- 
formation du cas \ : pour cette dernitme Iransibrination. i , el 
seront negatifs. Si Ton a x 1> 2. on esl dans le cas III : on ^5.du|:J:er(i 
alors la transformation de ce cas IIL 3 ^ et 0 seiNjni reels et [iosi- 
lifs. Siipposons enfln que x soil negatif ; si i on a — i <1 x •< u. 00 
sera dans le cas H et i'on appiic[uera la Iransfonnaiion do er- f: 
on posera Xq x ; 3 ^ et O seront uegalifs: si. enfio, on a x < — i . 
on appliejuera la transformation du cas iV; 3 ,, etO seront positif^. 

060. Si, Y2 ot Y;} etant reels, deux des nombres Sj. ^2- >oiu 
imaginaires, on prendra pour co la racine reeile et pour Sj — .v — Bi 
celle des deux racines pour laquelle le coefficient de i esl posilii’: 
on aura alors 33 = A — Bf, — 2A, et. par suite. 

_ f 3 a . 

La partie reelle de x etant x et i — x seront des iraagioaires 
conjuguees; de meme x el X'. de meme encore el : on a. 
en effet, 

V Si — 3:; = \ AB / -- t’ ^ 

done 

Xi'xiC ^ x'tXM ’ 

03 . rz: , r.j.. — 

On pent fixer ( ol 20 ) pour yL, — 33 celle des deux delermioa- 
lions du radical que Ton vent: il en esl don^. de meme de y 2B: 
on prendra sa determination arithmetique. Si Ton sereporte main- 
tenant aux remarques qui onl ete failes an n"^ o 23 sur la position 
des points X, X', on reconnait de suite que les droites que i'oii 
designait alors par OA, OA'font avec i'axe des quantiles posi- 
tives, dans le cas acluel ou x est situe sur la droite D, des angles 
moindres que 7? et Ton voit ainsi que rargument de x(xi est 

conipris entre o et 7 si A est positif, entre 0 el — 7 si A est ne- 
gatif; dans le premier cas, I’argument de to, esl compris entre o 

et — dans le second entre —7 el — dans les deux cas, la 
4 4 2 
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pariie reelle de cOj est positive, le coefficient cle i est negalif. Ce 
coefficient est, en valeur absoiiie, plus petit que la partie reelle 

Jans ie premier cas, plus grand dans le second. 

Les nombres w, el to, elaiU imaginaires conjugiies cl y,, reels, 
r., =riw,; yo.ys) et ■/,, = i:(t03 ; y,, y^) sent aussi imaginaires con- 

j agues. 

066. Pour efiectaer les calculs on n'a qa’fi appliqner les Ta- 
bleaux precedents. j\Xais on pent aussi snivie nne antic niai(]ic 
particiiliereinenl avantageiise clans Ic cas actuel. 

Observons d'abord que, le point x etanl surladroile D, les cio(j 
- ' - . , !— , I — x, ^ seronl sur la circonference du 

i " y.— i y. i ~ X X 

cercie Cy, sur celle du cercle G,, ou sur la droite D elle-meme, 
comme il resulte dii Tableau du 11” 569 . Si nous designons par x, 
Tun de ces points situes sur la circonference du cercle Cj, le point 
i — sera situe sur la circonference du cercle Co; il cn sera done 
de meme du point p i — X|, et, par suite, la quantite 

O r — y/i — X, 
w— — ■ 

— Xi 

sera purement imaginaire ; inais alors la quantite Q, definie comint‘ 
etant la somine de la serie convergente (CXXI.,), 


n~x 



sera elle aussi purement imaginaire. L’avantage cjii’il y aacalculer 
avec des quantites purement imaginaires pour former les diverses 
constantes dont on a besoin et les fonctions ^ est evident; il 
sera cPailleurs aise, ime fois ces constantes et ces fonctions auxi- 
liaires connues, de passer aii mojendes transformations lineaircs, 
aussi facilement que dans le cas general ou le point transforme 
fc*tait toiijours clans la region (CqCiDo), aux constantes el fonc- 
lions cju’il s'agit finalement d’obtenir. Toutefois, comme ie point 
Xj n'est plus necessairement dans la region (CqCi Do), on pourrail 
craindre que la convergence de la serie qui definit Q au raoyen 
de pi lie flit plus tres rapide; nous montrerons cjii’elle est encore 
bien siifiisante pour les besoins des calculs numeriqiies. 
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567. 11 est necessaire de dislinguer le cas ou le poinl z est au- 
dessoQS de Paxe des quanlites reelles. et ceiui oii ii es‘ an- 
Dans le premier cas. A esl negatif. So et. par suite posilif: 

dans le second cas, So el sonl negatifs. 

Supposons d'abord qiie nous soyons dans ie premier cas. I^e- 
points O, 1, L de lay?g'. 3 representent resneclivemeiU les r^oiril' 
o, I, --dll plan(csc On a figure les deux cercles C,. Pi.; qrd s?* 
coiipent en E, E': la droite D n'est aiUre cliose nne la (]rr)ip- 
EEP Soil M le point z; soil M' ie point syme!.riqoe de i\l par rap- 
port a L, c’est-a-dire ie point i — z; smenl P el les points on ie- 
droites OM, OM' rencontrent le cercleCi. U et P les poinl- idi 


Fis. 3. 



les droites IM, LM' renconlrenl le cercle Co : la figure PO'P O esi 
un rectangle dont le centre est en L; on reconnait de suite que 
les points P, Q', P', Q representent respectivement les poini^ 


— ; les points P et 0' sont sur le cercle C, : 


I — y. 7. 7. — I 

pourrail prendre arbitrairement Fun de ces deux points pour k 


point z,; en prenantzo 


on a i 


a faire line Iraiisforiiiation du 


I — z 
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:asIV: en prenanlZ|= uoe transformation du cas III. Nous nous 

olacerons clans ce dernier cas ; x, est alors en Q', i — x, eii Q ; I’ar- 
^ument de i — X{ est Pangle dont ii faut faire touriier 01 pour Ta- 

Eiiener siir OQ; il est negatif, compris entre o et — ^ si M est aii- 
Jessous du point E, entre — 4 et — si M est compris enlre E et L 
c'est ie cas le plus desavantageux) ; nous le representerons par 

— 2’b, 6 etant un nonibre positif compris entre o et ^ ; designons 

pour un instant par a la valeiir absolue de rargument de X|, 011 
['angle lOM egal a Tangle OIM ; puisque le triangle lOQ est iso- 
scele, son angle au sommet est egal a tt — aa; on aura done 

/tT R 

tan 0-6 = tancr ( a ) -- , 

V 2 ] — 3 A 

et cette formule, puisque A est compris entre o et ^0 permeltia 

cle calculer A sans ambiguite; on voit, sur les valeurs de £0 et £3 
{ n'^ 066), que A peut etre defini coinme Targumenl positif et 
moindre que de £3 — £3. 

Puisque Targument de 1 — x, est --2 A, celui de (/ 1 — x, sera 

,1 

— ^ et Ton aura 



I — ( [ — •/.] I — p 2 th 

pi ~ i ■ = — = i tanc^ j 

I-VI--/.1 , -ii "4 

j ~ e 2 


n=z X 



/i=0 


ia valeur maxima m de tang ^ correspond a la valeur limite 
y™ on s en approche indefiniment quand le point M s’ap- 

proclie inderiniment du point L, car alors le point Q s'approclie 
du point I ; il n est pas difficile de reconnaitre que la valeur 

iimite de j est e - = o,2oj8 . . il nous suffira de remarejuer cjuc, 

dans tons les cas, tang i est inferieure a tangii =1^/2 — 1 =0,4 14. .. 


ox DOXXE A- OX XO- TEOLVEn 

et qiie la soiiiii'ie de la 

0.01 criiiiisoj on !e reconnail de sn:le en L^najan: aaon'd'O- 

temie. Par consequent. Ic lojinbrc reel el pass! L i f ~ h.i a. i 
a el la rapide caiuxerqence oes series esi encoia:' as-ar '-;e 



068. Coniiaissanl 0. on appliquera les aliverses iVirnodes ela- 
biies aox n -" oui a b6d. }>onr une trarisfornnOiiMn I:n?'a:re oue:- 
conqiie, dans le cas 111. en a van I sola de prendre le si.ene i:derieur 
partoul ou il v a uii douLle siqne. Ces lbrniide> onl eid re|:)ro- 
diiites dans le Tableau - «.|ue I'on Iruuvera a la lin de 

rOiivrage. 

(jn volt d'abord que ip el H, seroni reels: on a en eilel n' 563 ; 

CU. — i'q ~ 12;,. T , — H; — 11 -. 

CO3 — 1!;^. 

el t03 soul iina^inaires conjaques, aiiisi que y,. T;; i !i ' 566 . 
La realite de n apparail |.)as sur la lormule CXXlb. 


p £j !£., O |£^ 1 ^ y'r . 


T i 


e ^ OB 


mais ii est aise de transformer cetle formiile en parlariL de ce que 
£2j est reel et inenie positif (n" 565 ). La racine carrtX' de Oj elant 

T. i 

reelle, ii en est de meine do quotient de o T : par { ■/.; ee 
quotient ne change done pas quand on y cliauge i en — /; iiiais 
aiors, piiisque O est pureiuent iraaginairc, l^ro O'T i se cliaiige en 
Ii/,(o|T), comine on le veil par ies iormules ? XXX\ i) >: d ail- 

leurs { 7. se ciiange en { i — 7.; on a done 

^ 73(0 It) XT^l^oiT) ^:> ( o i T I — S'v I O ' T ) _ 2 O ’ 4 T i 

e ^ \'y. e ^ yi ^ ^ ^ V ^ ^ V' *-'- — V' ^ — 

ia demiere egalite resailantde la formiile (XL,) : finalemcoi, on a 

{ o ! 4 t) 

lii 'rii 

v ' 2 B ( e ^ i 7. — e ^ ( i — -/. / 


T. el M. ™ III. 
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Sous cette forme, on voit bien qiie esL reel et posilifj piiisqqe 
le iiumerateur est reel et positif, ainsi qoe le denonilnaleiir, qui 
est le prodoit clii nombre reel et positify ^B par le earre de la 
soninie de deux noml^i'es imaginaires conjugues. On clioisira pour 
y iij la determination arithmetique. 

De la form 111 e 


on deduil. en donnant an logarillnne sa determination principale 


lo^Q -- 


I ^ I 

log logo : 


piiisque ? est un nombre reel et positif, log - est aussi un nombre 
reel et positif-, cette formnle fournit done un inoyen simple de 
caiculer le nombre et par suite On avail deja demon- 

tre an n” 060 que ce nombre, qui n’est autre que — -r-lD., etait 
reel et positif. 

11 convient aussi d’observer relativemenl a la quantite \/0 qui 
figure dans les series S7, qu’en adoplant pour la determination 
reelle et positive, on doit supposer (XX-VIlIa) 


Les autres formules dii Tableau (CXXV) s’eiilendent d’elles- 


o69. Lorsque A est positif on pourrait caiculer [3,, 0 par la 
meme nielhode; i serait alors negatif, ainsi que y ? ?; dans le cal- 
ciil precedent, les resultats finaux devraient done etre modifies, 
Xous allons indiquer line marcbe un pen differente qui permet 
d'obtenir des nombres analogues, mais positifs. 

Observons d’abord que la /ig', 3 convient encore au cas actuel. 



ox BoxxE or iiiouvEn t %,.. 

mais en l/inlerpretant aolrement. On re::;ardera r;o:nl M' cornnir 
figurant X et le point comme lignran' i — x: o,-:; P, TV. 

P\ O representent alor^ — ‘ — p... p D' 

^ */. I — y. 7. 7. — : - ‘ 

sont siir le cercle Cl . c'e.st i'fiii d'eiix: qn'ii fa:.i: nrendre poarx^: 
nous choisirons encore le jjoint i )\ et nous d^PinnerOH' inrdn- 
lenant par — rarguineiU cle i — Xi . elaot an JiLeiiljra ))o- 

sitif compris entre o et on aura alors lang'j = nu litc.! «;]*• 

lang'y = ZrpT '' sorte que si i on conveiiail cle regarcler o corarne 

im angle positif. plus petit ipie t:. defini loujoiirs par celle derniere 
egallle. sera it egal a t: — d. 

Le calcui de pi-O. ^ cp fii, se fail exaetenient eomrne dans le 
eas precedent, si ce n'est cpie ’I doit parlout elre rernplace par c;. 
On a fait ia transformation du cas [\ . x,= — ~ * fJojnnie le |)oinlx 
est au-dessiis de i'axc des quantiles reelles, on a 

tOi — £>;j. r,l = 

C03 — — Oj — 03. 7, — — Hi — liv : 

Hi el Hi sont alors piirement iniaginaires : est iiegalif < n ' 565 x 

Une transformation l.oute semblable a celle dii cas precedenl 
perineL d'ailleurs de meltre i sous la forme suivanle, qiii met en 
evidence le caraclere reel et pjositif de ce noinbre, 

aiL = — ™ — -T,* 

-2 B e V' I — ^ ^ V ] 

On clioisira pour la deLerminalion arithmetique. 

Les aulres formules da Tableau (CXXA Ij place a la fin de I Ou- 
vrage s’eiilendent d’elles-memes. 
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CHAPITRE VIII. 

INVERSION DES FONGTIONS DOUBLEMExNT PERIODIQUES 
DU SECOND ORDRE. 


I. — Representation de la fonction inverse de sn u 
par une integral© definie. 

570. L'eqiialion z=-^Vi.u definit u comme une foncllon iinpli- 
cite de z; celte fonction pent etre representee explicitement par 
line integrate definie. 

Piappeions d'abord que a chaqiie valeur de ^ il correspond une 
iniinite de valeurs de u comprises dans deux classes ; les valeurs 
de u comprises dans une meme classe sont congrues modii/is 4 
2 iK': la somme de deux valeurs de u comprises dans des classes 
difftu'entes est congriie a 2 K. Chaque racine de requation(en ii), 
z = snii, est simple, saiif dans le cas ou elle annule la derivee de 
sn//, ce qiii ne pent avoir lieu que si le point ^ coincide avec 

Tim des points ziz i , zizj, que nous supposerons marques dans 

Ic plan de la variable ^ et que nous designerons sous le nom de 
points critiques. 

Soil (A) une aire limitee par un contour simple et ne conle- 
nant aucun point critique; soil .,^0 un point situe a I’interieiir 
de (A|; soit enfm Uq une solution quelconque de requation 

= II resulte de la theorie des fonclions implicites 

(n'‘35i) et de ce qu'on vient de dire, qu’il existe une et une 
seule fonction satisfaisant aux conditions suivantes : la 
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2 4 “. 

onclion est liolomorplie dans dans ."A' elle rend sn 

denlique a quaiid on y remplace u par A r'- : eniin. elle s:: I'e- 
• uita Wj) pour ^ ::,3. II esl ciairqoe louies ies faincdons qm* 1*01. 

•blient en ajoutant on nombre entier de rjdrio-i.!f?s 
onctions Ai’::), 2K — jouissent des deux p^e^lid^c^ ofy- 

>rieles et qu'eiies sonl les seules ibnclions antdvlliues oiiL 

aises a la place de u dans la fonction snu. la reodeni ideo- 

iqiie a 

Si done on considere uoe courbe : 'L'- du plan des parlan! 
e ^0 et ne passant par aiicun des points critiques, on en 
ractionnant convenableiiient cette courbe. qifii exisle line ibne- 
ion analvtiqoe el one seiile, ^/mAi'::), re;2'rdiLTe en loos les point- 
e (Z), verifianl en tous ces points [’equation ^r=sn^/. prenan! 

nfin la vaieur poinl de depart toutes les fonctions ana- 

V'tiqiies qui verifient Tequation — sn aux diilereiils points 
e (Z) s’obtiendront en ajoutant iin nombre entier de periodes a 
one des ibnclions A(^). 2K — 

En tout poinl de la courbe ( Zb on a. cn regardant u eoninie 
gal a A(^), 

du i I 



i Ton choisit pour cliaciui des radicaux y' i y i — A'-c-, 

elie des determinations qui est egale a cnz/. dnz/. li importe de 
lonlrer que cette egalite siibsiste quand on se place, pour definir 
3 S radicaux, a im point devue im pen different. 

Considerons iin point quelconque de la courbe (Zj et la valeor 
orrespondante attribuoiis aux radicaux y i — , 

I — les valeurs enz/j, clnz^i et supposons que le long de la 
oiirbe (Z), en partant du point Zi, soil en avant, soil en arriere. 
n deiinisse par continuation les radicaux y 1 — \ 'i — A'-:^-; 

ela poLirra se faire sans ambigiute; puisque la courbe (Z) no 

>asse par auciiii des points critiques “ 1, ±: j; tout le long cb‘ 

Z), si Ton regarde u comme egal a A(:;), les quantiles cnz/ el 
In//, dont les carres restent toujours egaux a 1 — i — k-z-, 
esteront respeclivement egales a y' i — z-, y' i — k~ z-, ainsi qii if 
esulte de la continuite. En adoptant ces definitions pour y i — 
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^ I — A'-:;-, on aura done encore, tout le long de (Z), 

d If I 

dz 

On en dedult, en se reportant a la dednition de I’lnlegrale definic 
prise le long d’une courbe, Tegabde 



rinlegrale est prise le long de la courbe (Z) a partir du. point 
iusqu'a nil point quelconque de cette courbe, et e’est ordinai- 
rement pour le point de depart que Ton fixe le sens des radi- 
caux. Telle est fexpression a laquelle nous voiilions parvenir, 
qui represente, au moyen d’une integrale deCnie, une solution de 
fequalion = snu. 

Quoique cette conclusion subsiste evideninient, en vertu de la 
continuite, iorsque la courbe (Z) vientaboutir a un point critique, 
nous continuerons de supposer pour le moment qu’aucun point 
de cette nature ne se trouve sur la courbe (Z). 


o7i. Si, en conservant les points de depart et d’arrivee tin 
remplace le cliemin d’integration (Z) par un autre chemin d’in- 
tegration (Zi ), ne passant par aucun point critique, on obtient 
encore evidemment une solution de I’equation ^ = sn^z. On pent 
d’ailleurs obtenir n’importe quelle solution en choisissant conve- 
nablement le chemin (Zi) : en efiet, soit Ui une de ces solutions; 
dans le plan de la variable //., joignons le point au point par 
on cliemin quelconque (Lb), qui toutefois ne passe ni par un zero 
de snT/, ni par im pole de snu^ et prenons pour chemin (Z^ ) le 
chemin que parcourt le point ^ sn w Iorsque le point a parcourt 
le chemin (Ui); ce chemin (Z,) sera lini et ne passera par aucun 
des points critiques ; d’apres ce qui precede, Texpression 




oil rintegrale est maintenant prise le long de (Z) et ou les radi- 
caux sent continues le long de ce chemin, en partant des memes 
vaieurs initiales que dans le cas precedent, est egale a . 



IXVERSfOiX DES FUNCTIONS DOCRLEMENT .i !~ 

Dans le cas ou les desiK cliemuis L * ■ Z. ■ suru roniurh u i*ui- 
‘rieiir d uoe aire telle C[iie ^ A li idiU. |aiisqne ia idncldm d ; 
sL iioiornorplie dans celle aire, que les vaieurs d.-'> duax 
rales soienl les menies. 

d72. La fonclion inverse de sn?/ etanl ainsi mise s^^us It i-iriiU- 
one integrale definie, on verra, dans le paragra|jlic suisanl. cs en- 
lentle calcui de celle inlegraie definie penl s'ellLclner. qiiand le 
hemin d inlegralion esl donne, an niovende series eon\ere-'nle 5 . 
*our le moment, nous \ onions dire qneiqoes mots de I'elnde 
irecle de celle inlegraie, elude qiii, dans ie cas on loot esl reel, 
ete liisloriqnenienl rorigine de la iheorie des foiictions 
ues et qiii, dans le cas general, peul se i'aire ai^en^enl an inoveii 
es theories de Gauchv. Par exempie, la proprieteqni \iuiu d'etre 
ignalee, relative an cas on les deux cliemins ■ Z . Zd sont v-um- 
ris dans line aire (A)., resiiile iiiimedialeinent de la pro|>riel/‘ 
Dndamentale des inlegrales prises entre des limltes imagioaires. 

Nous allons indiquer comment on pent, en general, etiidier 
inllaence dii changenienL du clieinin d inlegratioo , en nmis 
lornant, ce qui siiffit eviclemineol, an cas ou nul. 

Pour cela, nous nous placerons d’abord dans le cas general, ou 
■ est imaginaire. 

Irnaginons qualre lacets partant du point o el enlouranl 
(oints critiques. Chacim de ces lacets est forme d'lui segmeni 
ie droite oa, partant de o, se dirigeanl vers le point critique, el 
e terminanl en a, avant d’arriver a ce point, a une distance 
nfmiment petite; puis dhm petit cerclCj passant par x, decrit du 
mint critique comme centre. Decrire le iacet, c'est partir dfi 
loint 0 , soivre le segment de droite oa, tourner autour du poinl 
ritique en siiivant la circonference du cercie. puis revenir au 
loinl o par le segment de droite. [1 resulte du theorenie th‘ 
laiichj que tout chemin partant de o et aboutissant an point c- 
lonne pour Pintegi'ale la menie valeur qiibm cliemin compose 
I’un certain nombre de lacets, aise a determiner dans cbaqoe 
xemple, et d’un cbeniin arbitrairement cboisi partant de o el 
boulissant k z; on prend pour ce dernier chemin le segment 
ie droite, qui va de o a lorsque ce segment ne contient aucun 
loint critique. 
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H est ]}ieii enleiidu que lorsqiie le cliemin d’inlegrar.ion (qui 
lie doil passer par aiicun point critique) esL fixe, on suppose, 
poor specifier le sens de rintegrale, que les radicaux out line 
valeor determinee f ::'z T) pour z o, et que le long dii clieniiii 
leur delerniinalion resuite de la continuation. 

Xoiis allons d'ahord calculer les valeurs de 1 integrale prise; 
le long des lacets, en supposant que les radicauK aient la vaieur 
— f a Foiagine. 

CoDsiderons le lacet relatif an point, critique - !- i. En siiivanl 
le segment oy.. on obtient d’aljord une integralc qui est infini- 
inent voisine de 

r 

^ 0 

celle deruiere integraie est jireeisenient ceile dont i’etiide a ele 
Fobjet essenliel du Cbapitre precedent ; en employant les nota- 
tions de ce Cbapitre, on la designera par X(/r-). ll convicnl 
actuellenient (le regarder le n ombre A' - — x comine une donntje; 

si, des lors, on prend pour t la vaieur t ^ ^ on a, comine on 

Fa vti , x~z[v, x'™ X ; e’est ce que nous supposerons de- 
sormais. 

On doit ensuite decrire, dans un sens ou dans Fautre, le petit 
cercle, dont nous designerons le rayon infiniment petit par p; 
on reconnait immediatement', an mojen de la substitution 
z~i-hze^r^ que i’integrale est infiniment petite; lorsqiFon a 
fait le tour du cercle, I’argument du facteur i — z a varie de 
ceiix de I -4- et de i — k‘Z- n’ont pas change, le radical a done; 
change de signe; lors done qu’on parcourra une seconde fois, en 
sens inverse, le segment de droite, la partie correspondante de 
Fintegrale sera, a un infiniment petit pres, egale a K, comine la 
premiere fois. 

En resume, et puisque Fintegrale, prise le long de tout le lacet 
relatif an point critique i , ne depend pas du rayon p du cercle, 
elle est pour tout ce lacet egale a 2 K. 

Passons an lacet relatif au point ^ • Un raisonnement tout parei! 
montre que, pour ce lacet, la vaieur de Fintegrale est egale au double 


dz 




-r 


do 


V' 1 — A- o 



Faisons, dans celte dernicre inlegrale. la subsliuslion ^ ^ qiii 

n allere pas le caractere recliligne dc r!iilt‘_ 2 Talion : on aura 



dz 


I 

k 


dz' 



ies radicaux qui '.fi^urent dans ia secoude inldai'ale oal loujoiirs 
la Yaleur i pour ::'=:o : cette seconde intd^Tale esl done, eo 
adoptant encore les notations du Chapitre precedent, eeale a 

X • D’apres les forniules (CXX-'n celte derniere quantile esi 

egale a y7t- [X (/:-') z;: eXdVi'-'i], ou la parlie reeile de \k’ es! 
supposee positive, et on I’on dolt prendre ie signe siiperieur on 
le signe inferieiir suivanl qiie le coeflicient de / dans k- est po- 
sitif ou negatif ; la determination specifiee de \ k- esl egale a k. 
pour la valeur clioisie de t /CX1X-, ). La valeiir de i'integrale pour 

le lacet relatif aii point j est done i>R“ a/X. 

La valeur de I'integrale pour les lacets reiatifs aiix points — i , 
— j est respectivement egale a — 2 K, — 2 K zz ozX. 


573. 11 nous reste a examiner le cas oii k est reel. Xoiis nous 
bornerons a quelques indications relatives a la supposition 
o <C A” <C 1 ; il est alors necessaire de modifier ie lacet relatil an 

point y j pour eviler le point critique i. On composera le lacet 

d’un segment de droite aliant du point o a un point x iiifinimeot 
volsin du point i, d’un demi-cercle ax situe dans la partie siipe- 
rieiire du plan et decrit da point 1 comme centre, d on segmeol 

de droite a'jj aliant jusqu'a un point infiniment voisiii de^^^ 
d’lin petit cercle passant par et decrit du point ^ comme centre, 
enfm du chemin deja decrit Sx'ao. 
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La seiile difficulte coiisiste a evaliier rintegrale recdligiie prise 
enlre ies liniites a' et 3. On observera tout d’abord cpie, cn par- 
courant le demi-cercle aa.', rargument dii facteiir i — ^ diiiriniic 
de Landis que ceux des facteurs i -f- i — A’-:;- ne cliangenl 
pas; ii resiiUe de la qiie la valeur dii radical ie long du clieiniii 
a'jestegalea — --- — i ^ i — ou I’on entend par — i, 

z- ies determinations positives de ces racines. L’integrale 
recliiigne que Ton veut evaluer entre ies limites ci’ et [3 esL done 
infiniiiient voisine du produit de i par I’integrale 

or cette derniere integrale, dont la valeiirest reelle et positive; se 
transforme par la substitution reelle 

2 _ ^ 

dans l integrale reelle et positive 

' r' di^ 

Jo v' i — r- V' I — /t'-c- 

qiii est egale a c’est-a-dire a Ivd On Lrouvc ainsi qucr 

1 integrale envisagee, prise le long du lacet relatif au point cri- 
tique est egale a sK — 2 /K^; on troiiverait de meme que cette 

integrale, prise le long du lacet relatif au point critique — ~ , est 
egale a — 2 K — 2 f K' . 

Ces resuitats pourraient d'ailleurs aussi se deduire de ceuK du 
cas general oii ^ est imaginaire par uii passage a la limite qtii, 
toiitefois, demande queique attention, 

En resume, les conclusions etablies pour le cas genei'al sub- 
sistent dans tons les cas. 

0/4. II importe de ne pas oublier que, d’apres ce qui precede, 
iorsqu on a parcoiiru un lacet et qu on est ainsi revenu au point o, 
im des radicaiix et iin seal a change de signe. II resulte de la, en 
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parliculier, que si Ton parcoiirt ime seconde idis ie 
en gardaiit la noiivelle determination des an oLsiienl 

pour ce second parcours une valeiir de 1' in l?:aride dt- 

signe contraire a celie qu'avait fournie le premier reircuors. de 
sorte que si le chemin d'integration comprend deux iVds de suil** 
le meme lacet, cette partie du ciiemin pen!: elrr^ se L k- 
rneme, si Ton parcoiirt successivenienl deux lacets d::ie:'e!:!s. en 
partant par exempie de la valeur — i atlriLiiee anx deux ra ii- 
caux, la valeur totale de I'integrale prise le long da cheiidii iorim' 
par ces deux lacets est egale a la difference ealre ia valeur md- 
culee plus haul pour ie premier lacet et celie caloiiiee plus haul 
pour le second lacet. 

Nous sommes a meme, d'apres ce qui precede, d’eMiIaer la 
valeur de Tintegrale prise le long ddm chemin compose iiinqne- 
ment de lacets. Si le ciiemin est compose d'un nonibre [Utir 
de lacets, on revient au point o avec la meme vuieur pour le 
produit des deux radicaux, et rou reconnait sans peine que la \a- 
leur de I’integrale est de la forme 4 ^ . ou n et n 

sont des entiers qiii dependent de Fordre dans lequei on parcourl 
les lacets. Si le ciiemin est compose d'un nombre impair de lacets 
on revient an contraire an point o avec i nn des deux radicaiix 
change de signe, el ia valeur de Fintegrale est de ia ioniir 
2 K -f- Dans les deux cas, on peul d ailleurs toii- 

joLirs determiner I'ordre de ces lacets de lacon (jue n el }i pren- 
nent des valeurs entieres quelconques prescrites a i'avanee. 

Si Ton considere maintenant ia difierence des valeurs dc deux 
integrales de la forme 

O 



ou les llmites sont les memes, mais ou les chemins d integration 
different, on voit de suite que celte difference pent etre remplacee 
par une seule integrale ou le ciiemin crintegration part de o pour 
aboutir a o, c’est-a-dire par une de ces integrales que nous venous 
de calculer. 

L’evalualion de Fintegrale, pour im chemin dh 11 teg ration quel- 
conque, est ainsi ramenee a celie de cette integrale pour im chemin 
arbitrairement choisi, au calcul de K, K' et au caicul des noiiibre> 
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entiers /?. n\ qiie nous avons appris 
parliculier. 


^es proprietes 


de 


rintegrale 


f. 


a determiner dans cliaque cas 


^ 

z- / 1 — /c- z- ’ 


que nous 


venons de retrouver par la metliode de Caucliy, joinle a ce fait 
que i'equation differentielle 





permet de definir ^ comnie une fonction liolomorphe de a ( '), 
foiiriiissent les elements essentiels d’une theorie de la fonction 
sn«. Eile serait I’analogue d’line tlieorie de la fonction sin;^, qui 


dz 


et qi 


serait fondee siir les proprietes de I’integrale / - 

J V 

ainsi, procederait dans I’ordre inverse de celui qu’on suit liabi- 
luelleinent dans la theorie des functions circulaires. 


o7o. Ges resultats se generalisent imniediatement. 

On a proLive qiie toute fonction doublement periodique dii se- 
cond ordre/(w) verifie une equation dilFei'entielle de la forme 


.du) 


■ R(:;), ou R(:j) designe un polynome du troisieme ou du 


quatrienne degre en II resulte de la tout d’abord que la fonction 


foiirnira la fonction inverse de f{u), fonction 

inverse dont les proprietes peuvent etre deduites soit des pro- 
prietes sopposees coniines de la fonction f{u)^ soit de retiide 
directe de Tintegrale. Si R(x;) est de la forme — g^if 

on obtiendra ainsi, soit par une voie, soit par I’autre, les pro- 
prietes de la fonction inverse de pu. 


L etude directe de I’integrale f est d’ailleurs toute pa- 

reille a celle de Fintegrale j " ~ . . q les points critiques 

sont alors les racines de Fequation R{z) ~ o. On est amcne a 


(M Cette belle proposition, que nous nous contentons d’enoncer, est due a 
Hriot et Bouquet. Leur demonstration a ete completee sur un point important 
par M. E. Picard {Bulletin des Sciences niathematiques, p. 194 ; 1887). 
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Ltrodilire rrois on qiialre lacets partant de et enloiiranl le> 
3 ints critiques, soivant que R{:^) esl du troisicme ou du qua- 
ieme degre. Bornons-nous a ce dernier cas : la diildrruier' 
iporlante avec le cas particulier qae nous avons tkadid ron- 
ste dans ia iiecessite d'etablir la relation a — d—*' — ? =r- -- 
lire les valeurs des integrales relatives aux quatre lacets. idefle 
dation, evidente dans notre cas particulier, s'obtieiil en parlanl 

3 ce que Fintegrale prise le ionir d'on cercle de rave:. 

J 

•fini, est niille: eiie permct demontrer que les valeurs diverses 

le pent acqiierir rinlegTale | - soot comprises dans deux 

asses; les valeurs d'une meme classe soot congnies. niodali.^ 
[7. — ^), 2(7 — y) ; sonime de deux valeurs apparleriaot a deux 
asses dilFerentes est congrue a 2a. Cette proposition, joinle a la 

'opriele de reqiiationdiflerenlieiie ) = IB de deiinir r 

)nime line fonclion iinivoque de a. permet de niontrer que cede 
nclion est line fonclion doublement periodiqiie, quel que soil 
polynome R (-3 K suppose toiitefois sans racines egaies. 

Cette derniere propriete seraetablie, dans le proehain \ olunie. 
line facon toiite ditferenle, en restant dans i'ordre d'idees qut 
3US est liabitLiel. 

II. — Evaluation de u connaissant sn^^ on pi^(‘ 

576 . Nous allons maintenant resoudre simultanement les deux 
Lieslions siiivaiites : 

1“ Effecliier an 111 oven d'une sene coiivergeiite le caiciil dt* 
inlef^Tale ( — prise le long d'lin cliemin deter- 

ine (Z) ne passant par aucim des points critiques. 

2'' Etanl doiinees deux valeurs concordantes z etr; de sn // el 
3 sa derivee snx/, e’est-a-dire deux valeurs s bees par la 


(') Foj’cz Schwarz, Formules^ etc., p. O7. 
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^eiallon — ^')(i — troiiver une valeiir de ii qoi 

reriile les deux equations x; ~ snz/, z ~ sn'zi. 

Xons siipposerons Lout d’abord que Ton a|/t|'< i et nous 
)revenons, iioe fois pour louLes, que le radical y/ 1 — k'- z- sera 
egarde comme a\ant la valeur i pour z~o^ et ses dcHermina- 
ions siiccessives le long du chemin d’integration comine en 
esultant par continuation. Quant an radical \/ i — nous nc 
pecifierons pas d’abord sa determination, mais il est bieri eo- 
endii que celte determination devra aussi, Ic long du clicmiu 
I'inlegralion, resulter par continuation de la valeur initiale. 

Avec le rayon du point o comme centre, decrivons un 

ercle T; a I'interieur de ce cercle, y[ — k-z- est une Ibnction 
[olomorphe (dont la partie reelle est toujours positive), et Ton a 




-. 1 — 

‘1 


I ,3. . .(2/1 — I ) 


2.4- . - A /i 


' /^ ^/l -2/?. , 


Supposons que le chemin d’integration (Z) qui ne passe par 
ucun point critique reste tout entier a rinterieur de F, ce qui 
inplique la condition pour la limite superieure de Finte- 

raie. Divisons les deux membres de Fegalite precedente par 
i — G- et integrons le long de (Z) entre les limites o el g, ce qui 
St evidemment permis; nous aiirons 


f" ^ ^ dz z^clz 

2 .- 1 ... 2/1 ' / 


Lddentile 


anduit aisement a la suivante (Q : 

2 . 4 . . . 2 II 


1 . 3 . . .{'in — [ ) 




En faisant tendre ^ vers i, par valours positives, o(i Irouvc aiserneiU 

2.(\. .. 2 n 


bn(l) ■ 


1.3...(2/i ■— l) 


INVERSION DES FON'CTIOXS DOUBLE3IK>'T PERIOD 

u I'cn a pose 



)n en concku 


-ette relation, sous la supposition -/c i. permet de Iransibrrner 
t serie de maniere a oblenir la relation 







Li cii. tto. . . . designent les memes coefticienls et '/.■'x'. la lueine 
)iicLion qu’au n"" 536. 

La serie qui figure clans le second membre pent elre rcgardee 
oinme une serie a double entree dont le lerme geiied'al seraii 

^ "L • il-LL JL /^^2n ^ sj pi>enant lesvaleiirs 1.2. . . . . x. Cette 

kde est absoluinent et iioiforaiement convergente pour ions les 
oints ^ silues a I’interienr et sur la circonference de F. Si, en 
ffet, on pose Vr | = 0, n v — p, son lerme general est. eii va- 
Hir absolue, interieiir ou egal a 


2 . 4 • • •' 2v — 2 t ^ , 

^ -2.'i-2v-el : 


2 . -} . 


j . 0 . . . 2 V - 


Or^ la serie a termes positifs 

2 2.4 2 . 4 - • d 2 V — 2 1 ^ 

1 - 3 ^ — . - t-— nrjZIld • 

St convergente, comme il resulte iinmediatement de la regie de 
jauss relative au rapport d’un lerme au precedent; designons-eii 
a somme par comme cip^i est plus petit c|iie ap, ii est clair 

[lie A.p_^\ sera plus petit cpie A^,; des lors, il est manileste que la 
erie a termes positifs 

A, j P A. - - . . . — p2"-i ~ . 

:sl convergente, puiscjue Ton a 0 < i. La soimne de cette serie est 
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jiiperieiire a la somme d’aiitant de ternies qiic I’on voiidra, pris 
Jans la serie a doable enlree 


X 




M. 

3.5. 


. ( 2 V — 2 ) 

1 ) 


q2«— 2V^ 1 


;t la proposition enoncee est done deinontrec. 

On en concliitque la relation obtenue subsistc quaiid le clieiniij! 
rintegratioii vient aboiitir en un point x; de la circonfereiice du 
;ercle T. 


577. Supposons maintenant que, pour z = \ — soil pris 

:£>al a I el considerons Tidenlite 

O 


I 



d 

dz 


I IO£ 


{iz \/l — Z-) 


a quantile iz~h y i — z- ne s’annule pas; des lors, on pent siq)- 
)Oser que les fonctions y'l — log (i.G -4- y / 1 — z-) sonl deter- 
ninees le long da cliemin d’inlegration par lears valeurs initiales 
-t- I, o, pnis par continuation, et Ton aura 





578. 11 est aise de voir, en partantdes proprietes de la fonclion 
que le premier niembre de Fegalile precedente pent aussi 
■tre defini comme il suit : Considerons im plan dans lequel on ail 
)ratiqiie deux coupures allant, rune de -h i a -f-co par Faxe des 
juanlites positives, Faulre de — i a — co par Faxe des quantiles 
legatives; arc sin;: pent etre regarde comme une fonction boio- 
Liorphe dans ce plan, fonction dont la partie reelle est comprise 
litre — ^ et et qui verifie identiquement Fcquation 

sin (arc sin^) — x;. 

.a ionclion ^ --== coincide avec arcsin;: lant que le cbemin 

'integration n'a pas traverse de coupures; elle se cliange en 

— arcsin:: quand on traverse la coupure de droite et en 

- 7z — arc sin z quand on traverse la coupure de gauche, de sorte 
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qu’en traversant les coupures dans im ordre eoavenal !e. ..u 
obtienl telle determination que Ton voiidra du la fenclion invers* 
de sinz. 

La premiere question posee au d^-hut esl rdsulue quand le cha- 
inin d ’integration ne sort pas du cercle T. 

0 / 9 . Nous allons mainlenanl etablir la proposition ^ai\a!:!c ; 
Quelles qiie soient les determinations attribuees au luaariliinie 
au radical i — Fexpression 

(CXXVUi) u =z j \ ( k- j logUj --f- V i — z- : ~ I — z-'^ <■/._ j 

satisfait a Fequatioo u. 

En effet, modifier la determination du logaritlirne revient ;i auL^- 
men ter a de la quantite 

4 A . A- 1 2 n ir. — 4 nK. 

i 

oil n designe un entier. De meine. changer ^ 1 — Z' en — \ i - ~ v- 
revient a changer log ( iz ~ y' * — > en 

( in ~ i }T.L — log *„ iz -7- V I — ! 

ce qui revient a changer it en (.J//— 2 — u. uii n est un 

no mb re entier. 

L’equation (CXXVIL) definit line infinite de fbnctions liolo- 
inorphes de ^ dans le cercle T, Si, par exeniple. on introduit dan.- 
ce cercle deux coupures rectilignes allant. i line du point -7- i jus- 
qii’a la circonference def par Faxe des quantiles positives, Faulre du 
point — 1 a la circonference de F par I’axe des quantiles negatives, 
il est clair que. dans Faire ainsi deduite du cercle F. les foiic- 
lions yi — log(/;: 4 "vX — z-i peuvent etre deiinies comiiie 

des fonctions lioioniorphes de en regardant les valeors de 
^/x — -- et.de log ( zb — y/ 1 — z-) coinine elant respeciivemeni 
egales a i et a o pour :? =: o; la partie reelle de y i — sera alors 
Loujours positive et la partie reelle de j logt, z:? y i — z- 'i sera 

comprise entre — - et d- -• 

On pent d’aillenrs proceder tout aulrement et dtdinir d'oiie in- 
T. etM. — III. 
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finite de facons des aires limitees par iiii contour simple, siliices a 
rinterieur de F, dans lesquelles la fonction definie par le second 
membre de requation (CXXVITi) soil liolomorplie. 

Si I’oo considere line telle lonction ^r(:;b on aura, |)oiir 
chaque point de ia region on elle est definie 

snpr(^)] 

el, par consequent, 

_ I ^ p 

if siilFit de prendre la derivee de rexpresslon de W (z) on, jilulbl, 
de se reporter a la facon meme dont cette expression a etc obtennc, 
pour reconnaitrc que Ton a 

dW(z) 

dz — z- \/ 1 — /t- z- 


eii altribuant an radical yb — la ineme determination (pit^ 
dans 

Si Ton considere maintenant line coiirbe quelconque qul, tou- 
tefois, ne passe pas par les points critiques et ne sorte pas de F, 
les deux meinbres de iV^iuation precedente pourront etre rcgardcs 
comnie des fonctions continues de regulieres en tons les points 
de la courbe, de sorte que, en dcsignant par ct ^ les extreinllcs 
de cette courbe, on aura I’egalite 


W(z) 




nn a ainsi, sous une forme plus generale, la solution de la pre- 
miere question, lantque le chemin d’integTatlon ne sort pas de F. 

On voit aussi que, si I on se donne les valeurs concordant.es 
r., z' de SBU, snb/ et si Fon prend dans W (z) pour ia deterinina- 
lion de \ i — 


V I — 




on aura snu^z, en regardant u comme egai a W(.g). 

La seconde question est done aussi resolue quand le point n’esl 
pas en dehors de F. 
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S80. Piestons loujours dans le cas ou i‘on a 'A* k 

JNoiis avons suppose qiie le cliemin d'nileaTali^jo ne -ortail 
da cercle (F); nous aliens supposer mainlenanl qu’d ne 'Orl pas 
de la region (y) exierieure au cercle de ravon ///' d *crh ar < 
comnie centre; ies deux regions el ( *' > out une coin- 

niune, en forme de coiiroiine, dans laqueiit* coiivieuiienl. el 
developpemenl que nous venous d'eludier et celiii yue nous 
alions etablir. 

Parlous des relations fXXXIl;-, 

.... r .. .... 50'-:^ 

sn / K ) — sn ; ii — / k • — : ; • 

A- ill it ' n-Vl-it 

Soient Z' des valeurs concordanles dormees de sn.?/. sn //. el 
dont la premiere est. en valeur absolne. superieure on cga.e a i . 

Puisque ia valeur absolue de A' ~ ~ ^ est. au plus, r-gale a i. on 

pourra, en appliquant la regie precedenle. troover ime valeur de 
a 4- iK' qui salisfasse aiix equations 

s n ( — £ K' • = ^ snd a — / Iv — ~ .* 

et en dedoire ia valeur de u qui salisfait aux Aquations 


a savoir 


(GXXVIIo) 


sn u — z. sn’ ii — zo 



La valeur de ^ determinee par regalite 



dans laquelle on suppose posilive la parlle reelle de p i 
La seconde queslion esl resolue. 
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oSl. Pour ce qiii est de la premiere, regardoos couoiie uii 
point variable de la region (y); ia derivee dii second niembre de 
Fequation (GXXVMo) est 


I I 



oil I on suppose que | i — ~ est la fonclion de liolomorpbc 

dans (y), dont la partie reelle est positive. Quant a | ' i — , 

sa determination est la menie que dans Pequation (CXXVlid). Si 
done onconsidere line courbe ne penetrant pas en dehors de (y) ; si 
1 on designe par {z) une des determinations du second ineinbrc 
de 1 equation (CXXVIIo) qui soit continue le longde cette courbe 
et qui soit regiiiiere en tons ses points, on aura 



en supposant que I’integration ait lieu le long de la courbe consi- 
deree : or, le second membre n’est autre chose que ( ‘ ) 



si I on suppose que Ton ait le long de la courbe 


— 1/^ I ~ I / 1 — ^ = /i — ^ Vi — 

On salt done efFectuer les integrales de la forme 

r 

\/ 1 — --2 

le long d une courbe determinee entre et poiirvu que cette 
combe ne sorte pas, soit de la region F, soit de la region v* si la 
courbe a des points dans les deux, regions, on la separera en 
parties dont chacune soit sitiiee tout entiere dans I’une des re- 
gions, et Foil fera la somine de ces integrales partielles. 

II est a peine utile de faire observer qu’ip_^y_a pas lieu de tenir compte 
CL de la restriction iraposee a la definition de Q — /c-z^'au debut du paragraphe. 
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582. Les series que nous avons oblenues ne converii"erit qoe si 
1 on a I A* : << I , el eiles ne convergent rapideinenl qae si la rj uaniite 
|A*|.esL Ires petite: nous allons en clediiire, an moveo d’cne doalile 
transformation de Landen, d'autres series qiii. d'line part, suiil 
Ires bien appropriees an calcul nurnerique el qui, d'aiilre Dari, 
condiiisent facilement a la determination d’line solulioii des idjua- 
tions pa ™ P, p' u P'. oil P et P' sont d e s n o n ] b r e s d c* n n s’ s c o ii - 
cordants, c'est-a-dire lies par la relation P - =r j ?' — 

Nous comnieiicerons , en supposant k J^z di- 

transformer les resullats dn n'^ 580, en v changearit a en K — u. 

• \ f cn n d cn u ^ 

ee qui change sn a. sn u en — ? , - Ln tenant compte de 

^ ^ on if. da dn Li ^ 

K 

ce que (k-) est egal a ^ et de ce que i'on a, en ne^Hgeant les 
mill ti pies de 2 'n/. 

log ( iz — I — ^-) = ~ — lc»s ^ V‘ ^ — ^V- 


ia formiile fond amen tale (CXXVIIj) devieiit 


II r-z : -r- i V' 1 ■ 


• VM- 






et la valeur de u que I’on vient d'ecrire satisfait. qiielles que 
soient les determinations du logaritlime et dii radical 
aux. deux equations 

cn d cn u 

dn u ’■ da dn u ^ ^ 


ou la par tie reelle de y i — k-z- est positive. 

Dans les egaiites qui precedent, regardons pour im moment k 
conime une fonction de v, et cm/, dnu comme des ionclions de a 

et de v; changeons partout v en 4^' en 

observant que, en vertu des equations (XLj^.S LXXIt^s) et de la 
relation (a) du n'’531, on a 




dn 


-(i — 


dn p — \ 
dn p — V' A' 


T. et M. - - III. 


I-* . 
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ou h est mis a la place cle v' AT4^ = ai’'''voris anx 

conclusioDS siiivantes. 

Supposons Loujoiirs j h \ -< i et posons, pour abreger, 

dn V — \/ k' 


fiy) 


dll -1- \J k' 


F ( ^ =r-, -F ^ ^ b n ' • 

pourvu que Ton ail | 6-^| ?>, on salisfei'a aux equations 




1 — k 


oii/’(<^') designe la derivee de/(p) par rapport a et ou la partic 
reelle de \ i — b ' z- est positive, en prenant e F (^). 11 est bieo 
entendu que, dans I’expression de F (z)^ \/ 1 — z- a la menie signi- 
fication que dans la seconde des equations a veidfier. 


o83. Pourvu que Ton ait toujours [ b~z | il est clair que la 
meme conclusion subslsterait si, dans les egalites precedentes, 
i’ etait remplace par v — ailv'; d’ailleiirs le cliangcmentdc e en 
e — 2 i¥J change dne en — dn r et bf(^^) en ^ done, pourvu 

que i'on ait | b-zl^ r, on satisfera aux equations 

■ := 6., 4 r ^—1 =-- V r- 

en prenanL e — 2 iK'— ^^t bien entendu que, dans I’ex- 

pression de F(:r), y i — z- a le meme sens que dans la seconde 
equation a verider que nous venons d’ecrire. Or, si Ton se clonnc 
(Ine, Fime des quantiles ^/(e), €;st inferieurc ou egalc a i, 

en valeur absolue; si done on se donne pour dne et diFi’ deux 
\aleurs concordantes, on ponrra toujours calculer v an moyen 
d un developpement F(;^) dans lequel on a |Z?^i di, done 
ib-z <Ci, pans la pratique, ou e’est x qui est donne, si Ton 
prend 6 devient Ja quantite que nous avons designee 

dans le Ghapitre precedent par j3, quantite dont la valeur absolue 
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esL toujoors plus petite que i etpeiit menie t^tre rendoe pUis pe- 
Lite que la serie F(z) est alors rapidemeol Curiverpente. 

S8i. Le tLeoreme final du n‘^ o82 pent elre enoncd sous iiin* 
forme legerement differente qui va nous elre commode. 

Si Ton se donne iin nombre Co lei que i'on ait L- f i\,' i. 
et que Ton remplace dans j par / i-, ’ et ^ i 

/ . T — ■ - 

par - — , Oil r. sa 

{i — k )s i~ ) 

parlie reelie positive, Fip:; ^ prendra une valeur r qui. d’apre- 
Feiionce de ce theoreme, satisfera aux equations 

I . - 

yi Coj, — = V i— /-u-uM 1 ~-b>p'^ O: . 

dans la seconde desquelles il est Ijien entendu que ^ i-~ f- a le 
meme sens que dans F(r-); mais le second menibre de cette meme 
equation, en vertu de la determination attribute a ^ i — .7" , ii’est 
autre chose que — i^LpLll : done on satisfera aux equations 


/(p) “/(Cy I, f(i' i =/■ rp 


en prenant v ~~ F (z), oii doit cHre remplace par / q'o ' 

--9.bf(Vo I 


par 




S8o. Nous transformerons ce dernier enonce en passant des 
fonctions so, cn, dn a la fonction p par les foriniiies iLW 11 . On 

Irouve lout d’abord, en posanL r ^ Ci — • e- , 

^ 2 /.'- \ 7j' sue cue V Cj — e;>[i — b- f-i ^ 

Si mainteiiant on pose umve an resuital 

suivant : 

Si Ton se donne le nombre on satislait aux ekiualioos 

pu = p«o, 

eii posant u ■= - —1— . F ) . oii et \ i — F delermine> 

\'ei—ez 



par les lormuies 


1 

^ ^23 ^^0 H - 


(i~k') y/g t- g, [ i — , 

o (P ^^0 ™ ) ^P ) ' 


a condition que I’oii ail | b-z | ;d t . 


o86. Siipposons inaintenant que Ton se donne non pas ?/,), mais 
bien lesvaleurs niimeriqiiesconcordantes P el de 
nombre ?/(j n'esl determine par les valeiirs P el P^ qida iin miilliplc 
pres de scOj el de 2(.03; nous pouvonsle supposer lei que (^P)) 

ait sa partie reeile positive, puisque, si cette condition rdcst pas 
veriiiee pour z/o , elle le sera certainement pour zzo-h^to^ 
[puisque 430 ( zzq - r 2 to^) — — i3o(zzo)]* Pour cette valeur de z/o, 

Canf'zzo^ sera donne par la determination de — qui, mullipliee 

par a sa partie reelie positive. Dans ces conditions, on aura 
i el a fortiori] b- z\<C \)^ puisque le point 

V P — ^2 

est plus voisin dii point i que du point — i. Nous pouvons done 
enoncer la proposition finale que voici : 

Si Von se donne deux nonibresconcordantsV et P^, onsatisfera 
aiix equations pii i™ P, p’li ™ P', en posant u = - - 

. S/ei-e-i 

c est-a~dire 


■ Gxxvno) zi: 


‘>Vhib '*) Iog(;s H- i \/ 1 — \J \ — 

i v'^i — g3 ( I — S/TVf sJ'efkTV'.^ 




ni z et V I — sont determines par les formules 




V p — eo 


s/T^z^ == — — P' 

2 \/b ~ ( P — 62 ) ( P ” 63) ’ 
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Rappelons encore line fois qiie les parties reelies de ^ i - iy* y el 

7 /77 — ^3 • • 

ue ^ /t son t positives. 


o87. Dans la pratique, c'est la valeiir de a - = x qiie Ton donne 
et Ton pent supposer que x appartienne an plan 5 c : il esl alors 
naturel de prendre, en conservant les notations da Ciiapiire pre- 
cedent, T = ^ ; on a vii que I'on a alors 

K = X, K' = x', = v'l 



On a toiijours j p ’ <; i , et meine i ^ ■< si ie point x est dans 

:2 = X 

la region (Co G, Dy). Dans ce dernier cas, la serie ^ .3 ! 

n = i 

converge Ires rapidement. On pent d’ailleiirs, dans tons ies cas. 
obtenir line limite siiperieure de I'erreur commise en ne conser- 
vanl dans cette serie que les n premiers termes : riaegalite 
I I entraine, en effet, Tinegalite C (u'.b ' 

il resulte de la et de la valeur calciilee plus haot, pour 17/2 qwe 
le reste considere est inferieiir en valeur absoiue a 

•2.4. . .(‘2/1 — 2 i I — 

Notre serie a ete ordonnee, jusqudci, siiivanlles puissances de p. 
Dans la pratique, il est plus avantageux de l ordonner suivant les 
puissances de ; c'est sous cette forme que les resiiltats ligiireronf 
dans le Tableau de forniiiles. 

Si le point x n'est pas sitiie dans la region (CoCi Dg*. conior- 
mementa ia marche siiivie a la fm du Ciiapitre precedent, on com- 
incncera par iui substiliier le point correspondant Xq de cette re- 
gion, etl’on appUquera d’ahord les formiiles precedentes coinme 
si ce pointxyetait ie point donne; ies series conserveiit alors toiile 
leur convergence. Au inojeii des formuies (CXXii;., on peut ne 
laisser figurerdans les resiiltats que les donnees elc’estainsi qiroiit 
ete obteniies les formuies iCXX\HI) du Tableau de ioiiiiiiies. 
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Les sioipiificalions qu'introcliiit rhypotli(\sc quo cl sonl dcs 
nombres reels sonl d’ailleurs evidentes. 

588. Nous avonsvu (n"*^ 583-586) conimcnl, elanl donnees dcn\ 
valeiirs coiicordanlcs D, D' de dnz^, diV// on deux valcurs coiicor- 
dantes P, P' de pu, a, on poiivait trouver uru inojen de senes 
trNs convergenles; u est determine a des mulliples pres de :>Jv, 
4 /lv^ dans le premier cas, de 2 tO|, 20)3 danslc second; ([iianl aux 
valeiirs de K, K', 10 ,, on a appris dans le precedent Cliapilre a 
les obtenir anssi an moyen de series tres convergenles qiiand on se 
donne A- 011 *^' 2 ^ Si Ton se donne deux valeiirs concordanles 
S, S'desnz/, snN^, il suflira, pour obtenir n, de passer par Pin- 
terinedialre de D, D' au moyen des formules 

D = D'= - /c^S v'r^S"^ 

/l— S2 

ou Ton clioisira arbilrairement la determination dn radical. Ayanl 
Irouve line valenr de ii qui fasse acquerir a dn?^, dnN/. les valeurs 
D, Db on sera certain que cette valeiir fera acquerir anx fonctions 
snw, snb^ soil les valeiirs S, Sb soil les valeurs — S, — S'; dans 
ie dernier cas on ajoulera 2 Iv a la valeiir Irouvee^ d’une solution 
des equations snz^ ~ S, sn'u~S, on dedulra loutes les aiilres, 
en ajoiitant des multiples enliers de 41'^. 2 /lvb Des observations 
analogues sbippliqueraien t au cas on I’on donnerait dcs valeurs 
concordanles C, de cnUj cn'a. 

589. En terminant ce Chapitre, il convient d’observer que le 
probleme pose an commencement du n‘' 576, probleme qui consis- 
tait a evaluer, le long d’nn cliemin quelconque donne ne Iraver- 
sant anciin point critique, I’integrale 



dans laquelle on se donne la valeiir initiale du radical, s’il a ete 
resolu dans les numeros 576 et suivants, ne Pa ete qubmparfaile- 
ment au pointdevue pratique. La serie qui, pour |A-1< i, fournil 
la valeur de cette integrale ne pent, en effet, etre reellement uti- 
lisee que si | A' j esl petil. A la verite, on pent toujours ramener 
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a ce cas, par des Iransformalions convenables, revaluation de Fiii- 
leg-rale envisagee comme anssi I’inlegrale 



definie d’line facon analofiiie; mais on ne s'est nuliemeni orcuin* 
de i’infliienee de ces {ransformations siir le cliemin d int<*2ralioi!. 
el line pareille etude, possible sans doute sur des v\em|)Ies nii- 
mericjues, n’est pas sans difficiilte dans le cas general. 

Sil’on vent n’eniployer que les studes Ires convergentes donl i*' 
a ete question dans les deriiiers numeros. ies probl^dnes relatifs a 
revaluation des integrales que nous venous de ciler ne sent re- 
solns qu’a des nombres entierspres. Occupons-noos, par exeniple. 
de la derniere. Se donner et ia valeur initiale dii radical, cela 
revient a se donner les vale iirs iniliales concordantes P„. P' : 
chemin ddnlegralion etant donne. on pent siiivre. toot le long dc 
ce chemin, les valeurs du radical: on parvienl ainsi aux\aleiir> 
concordantes finales Pi, P'. Si I'on designe par des \aleor.> 

de la variable u qiii satisfassent aux equations 

pw-o = Po p'ilcj = p;,, pui rrr Pj, pV/: p , . 

la valeur de Pintegrale consideree sera de la forme 


III — 2 /Z 1 OJ } — 2 71,3 fL»3, 

oil /?i et 773 sont des entiers qu'il resle a delerniiner. Cette deter- 
mination, comme on le verra dans un procliain Ghapitre, ii otire 
pas de difficulles serieuses lorsque gv* reels. ZScus ver- 

rons aussi que ia determination des nombres analogues dont de- 
pend la solution pratique du probleme analogue concernani la 
premiere integrale est aisee lorsque est reel, posilii et plus 
petit que i . 


FIN DU TOME III. 
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